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Scenariusz lekcji

Modut: Kulki

Liczba godzin: 1- 2 lekcje

Klasyczny: | klasa liceum

Krétki opis: Modelujgc rzeczywistg sytuacje, uzyskujemy ksztattowanie

wyobrazen nt funkcji liniowej. Modelowana jest rosngca funkcja
liniowa, ktérej dziedzing sg nieujemne liczby catkowite. Na
zajeciach skupimy sie gtéwnie na kowariancyjnym aspekcie
pojecia funkcji - zmianie objetosci pojemnika w funkcji liczby
umieszczonych w nim kulek. Uczniowiei beda pracowac¢ z
réznymi reprezentacjami funkcji (tabela, wykres, opis stowny,
ewentualnie ze wzorem).

Zasady tworzenia: Badanie - 1
Sytuacyjnos¢ ||
Narzedzia cyfrowe
Ucielesnienie O
Myslenie Wejscie - Wyjscie [
funkcjonalne: Wspétzmiennosé _——
Przyporzadkowanie _—
I

Obiekt
Cele: v" Naucz sie wprowadza¢ warto$ci do tabeli i przedstawiac je
na wykresie
v' Wiedz, jak wyjasni¢, co wptywa na poziom cieczy/objetos¢
cieczy w naczyniu
v’ Zauwaz, ze punkty wykresu lezg na jednej linii
v Zrozum znaczenie przeciecia z osig Y w
danym kontekscie
Zrozum znaczenie nachylenia w konkretnym kontekscie
Potgcz rézne reprezentacje pojecia funkcji (tabela, wykres,
opis stowny i wzor)
Na podstawie tabeli i wykresu wyprowadz wzor funkciji
Dostrzez, ze generalizujgc problem nalezy wzigé pod uwage
wptyw warunkéw poczatkowych na realizm sytuac;ji
modelowania (objetos¢ wody na poczagtku, wielkos¢ kulek,
wymiary cylindrycznego pojemnika, do ktérego wrzucane sg
kulki) itp.)
v" Dowiedz sie, ze wzér w postaci y = kx + g opisuje funkcje
zwang liniowg
v’ Zaobserwuj pewne wiasciwosci funkcji liniowej, np. wykres
jest linig lub jej czescig, jesli wspotczynnik k we wzorze
funkciji jest dodatni, to funkcja rosnie, jesli jest ujemna, to
maleje, okresl statg szybkos¢é zmian funkcje, okresl
,odpowiednie” wartosci funkcji, aby wyprowadzi¢ wzor i
wykres| wykres
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Angazowanie

Aktywnosé 1

Przez kilka dni stonce palito bez przerwy i caty kraj byt wysuszony. Ostabiona wrona
krazyta po okolicy, na prézno szukajgc czegos do picia. Wiedziata, ze jesli wkrétce nie
znajdzie wody, umrze z pragnienia. Kiedy stracita juz prawie wszelkg nadzieje, upadta na
ziemie. Jej wzrok przykut stary dzbanek stojgcy obok sterty kamykéw. Wrona podeszia do
niego powoli i z ciekawoscig zajrzata do srodka. Na dnie dzbanka znajdowata sie woda.
Wrona wsunetfa glowe do dzbana, lecz jej dziob byt za krotki i nie siegat wody. Wiedziata,
ze jesli przewroci dzbanek, woda wyptynie i wsigknie w ziemie. W tym momencie wpadta
na pewien pomyst. Jak myslisz, jak udato jej sie wypi¢ wode?

Na poczatku lekcji podziel uczniéw na grupy i rozdaj im karty pracy. W kazdej grupie jest
trzech uczniéw (w razie potrzeby w niektoérych grupach umieszczamy czterech uczniow).
Po wspdinym przeczytaniu historii kazda grupa uczniéw formutuje swoje sugestie i
zapisuje je na karcie pracy.

Sugerowane pomoce, narzedzia:

karta pracy dla kazdego ucznia (karte bedziemy wykorzystywaé przez catg lekcje)

Aktywnos¢ 2

Masz cylinder miarowy zawierajgcy 150 ml wody.

a) lle linii zaznaczonych na cylindrze miarowym odpowiada objetosci 50 ml w cylindrze?
b) Jakg objetos¢ wyrazong w ml definiuje jedna zaznaczona linia?

c) Jesli poziom wzrdst zgodnie z zaznaczonymi liniami, o ile ml wzrést?

d) lle kulek nalezy wrzuci¢ do cylindra miarowego, aby poziom wzrést o 50 ml?

Oszacuj bez upuszczania kulek.

Na poczatku ¢wiczenia rozdaj kazdej grupie cylinder miarowy.

Zajecia majg na celu zapoznanie sie z pomocami. Uczniowie powinni obliczy¢, ze 50 ml
odpowiada 10 zaznaczonym liniom, zatem 1 zaznaczona linia to 5 ml, a jesli poziom
wzrosnie o dwie zaznaczone linie, to wzro$nie o 10 ml.

W czesci (d) grupa ucznidéw zapisuje w arkuszach kalkulacyjnych uzgodnione szacunki.
Mozliwe jest, ze ktérys ze studentow w szacunkach zastosuje proporcjonalno$c
bezposrednia.

Po pierwszych dwoéch dziataniach nastepuje wspdlna dyskusja. Uczniowie przekazujg
nauczycielowi swoje pomysty na ¢wiczenie 1. Moze sie zdarzyc, Ze kto$ zasugeruje wronie
wrzucenie kamykow do dzbana. Mozemy wspomniec, Ze jest to stynna bajka Ezopa ,
Wrona i dzban”, ktéra niesie ze sobg nastepujgce przestanie: Bez $Srodkéw do zycia uczy
cztowieka, jak sobie radzic.

Oceny kazdej grupy z ¢wiczenia 2(d) zapiszemy na tablicy, abysmy mogli je oceni¢ po
kolejnym cwiczeniu.



Sugerowane pomoce, narzedzia:

- Cylinder miarowy o pojemnosci co najmniej 300 ml i Srednicy okoto 5 cm,

- troche szklanych kulek dla nauczyciela (objeto$¢ 5 kulek musi wynosi¢ 10 ml, jesli mamy
kulki o innej objetosci, musimy dopasowaé wartosci liczbowe w kartach pracy - w
zadaniach i éwiczeniach.).

Szacowany czas: 10 minut na Cwiczenie 1i 2
Badanie

Aktywnos¢ 3

Wrzuc 5 kulek do cylindra miarowego zawierajgcego 150 ml wody. Nastepnie wpisz do tabeli
objetos¢ w ml w cylindrze miarowym. Powtdrz proces - za kazdym razem upusc¢ 5 kulek i
zapisz objetos¢ w tabeli.

Uzyskane wartosci nanie$ na wykres w ukfadzie wspotrzednych.

Liczba kulek w wodzie Objetos¢ w ml
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- Kazda grupa przeprowadza doswiadczenie, wypetnia tabele i nanosi warto$ci na wykres.



Sugerowane pomoce, narzedzia:

- Cylinder miarowy o pojemnosci co najmniej 300 ml i Srednicy okoto 5 cm,

- Kulki szklane w liczbie 20 - 30 na grupe, (objetos¢ 5 kulek musi wynosi¢ 10 ml, jesli mamy
kulki o innej objetosci, musimy dopasowac wartosci liczbowe w arkuszach - w zadaniach
i cwiczeniach .) pojemnik do ewentualnego przelewania sie wody i przechowywania kulek,

- papierowe reczniki,

- arkusz kalkulacyjny.

Aktywnosc¢ 4
Przyjrzyj sie wykresowi i tabeli, ktérg otrzymate$ (w zadaniu 3). Zapisz co najmniej 3 rozne
obserwacje (z tabeli lub wykresu).

- Studenci mogg obserwowac:
o Po dodaniu pieciu kulek nasz poziom wzrasta o dwie czeSci.
o Poziom wzrasta wraz z liczbg dodanych kulek.
o Poszczegdlne punkty wykresu lezg na linii prostej.
o Wykres rosnie.
o Wykres zaczyna sie w punkcie o wspotrzednych [0, 150].

Sugerowane pomoce, narzedzia:

- Arkusz

Cwiczenie 5

a) Oszacuj objetosé, jesli wrzucisz w sumie 35 kulek.

b) Jak myslisz, co sie stanie, jesli wrzucisz kolejnych 15 kulek? c) O ile zwiekszy sie
objetosé, jesli wrzucimy do niego jedng kulke?

d) Uzupehnij tabele:

Liczba kulek w wodzie | 0 1 2 3 5 12 30 80 X

Objetos¢ w ml

e) Co by sie zmienito gdyby$dmy na poczgtku mieli 250 ml, 200 ml, 10 ml wody ?
f) Co by sie zmienito gdybysmy na poczatku mieli wieksze i mniejsze kulki?

- Oczekiwane odpowiedzi to:

a) Po dodaniu pieciu kulek nasz poziom wzrosnie o 10 ml, wiec przy 35 bedzie to 7
razy 10 ml, czyli 70 ml.

b) Jesli dodamy kolejne 15 kulek, wzrosnie o kolejne 30 ml.

¢) Po dodaniu pieciu kulek nasz poziom wzrasta o 10 ml, wiec jedna kulka podniesie
poziom o 2 ml.

d) y = 150 + 2x jest wzorem funkcji. Jednak jego dziedzina wynosi od 0 do 75. Dzieje
sie tak, poniewaz w przypadku wiekszej liczby kulek cata kulka nie jest zanurzona,
wiec uogolnienie na 80 kulek nie sprawdza sie.

e) Uczniowie powinni pamietaC, ze wzor zmienia wartos¢ 150 na nowg wartosc
objetosci poczatkowej. Niektorzy uczniowie mogg rowniez zdac sobie sprawe ze
zmiany i przedyskutowac, jak to bedzie wyglgdac w przypadku objetosci 10 ml.
Czy ta objetosc jest za mata?

f) Objetosc kulek wptywa na zmiane wspoétczynnika przy x. Na przyktad, jesli objetos¢
kulki wynosi 3 ml, wspoétczynnik wyniesie 3.




Sugerowane pomoce, narzedzia:
- Arkusz

Szacowany czas: 25 minut (wraz z ¢wiczeniem 3 i 4)
Wyijasnié

Po ¢wiczeniu 5 nastepuje wspoélna dyskusja wszystkich grup i poréwnanie wynikéw
rozwigzywania probleméw sekwencyjnie, poczgwszy od c¢wiczenia 3. Poréwnujemy takze
szacunki z Cwiczenia 2 z rzeczywistg warto$cig, jakg uczniowie uzyskali w Cwiczeniu 3.

Nauczyciel podsumowuje obserwacje uczniéw na tablicy, poprawia sformutowania uczniow z
Cwiczenia 4 (np. zwiekszanie funkcji, nie zwiekszanie itp.) lub dodaje rysunki podobne do
ponizszych, aby zwizualizowa¢ state tempo zmian funkcji :

Poéet gulocok vo vode | Objem v odmerke v ml "
0 150 kL DRI\

4 5 1¢0 L Q* 10

1 10 A0 ML 160 | __I‘lﬂ

3 15 180l I 10

Y 20 A30 k- 190 +—

5 25 — 200 ek |

T 25 — 110 +150 s

Mozliwe, ze wiekszos¢ grup wpisze rowniez do tabeli w ¢wiczeniu 5 wartos¢ 80 kulek. W takim
przypadku mozemy przeprowadzi¢ doSwiadczenie w jednym cylindrze miarowym.
Oczekujemy, Zze uczniowie sami przekonajg sie, ze objeto$¢ kulek nie moze przekraczac
objetosci wody. Daje nam to mozliwos¢ omowienia pojecia dziedziny funkcji. Dziedzing naszej
funkcji jest zbiér liczb naturalnych (w tym 0) do 75, poniewaz w cylindrze miarowym znajduje
sie 150 ml, a objetosc¢ jednej kulki wynosi 2 ml.

Szacowany czas: 10 minut



Opracuj i ocen

Aktywnos¢ 6

Co sie stanie, jesli wyjmiemy kulki z cylindra zawierajgcego wode i 50 zanurzonych kulek?
Sprobuj wypetni¢ tabele i sporzadzi¢ wykres.

Jesli nie jestes pewien jak to bedzie wygladaé, przeprowadz eksperyment.

Liczba kulek wyjetych 0 5 10 15 20 25 50 X
Objetos¢ w ml 250

80

60

40

20

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Jest to funkcja malejgca. Sprawdzamy, czy uczniowie potrafig wyprowadzi¢ wzor i czy potrafig
takze pomyslec o dziedzinie funkcji. Wynikiem jest y = 250 — 2x, gdzie x jest liczbg naturalng
Z przedziatu (1,50).

Sugerowane pomoce, narzedzia:

- Cylinder miarowy o pojemnosci co najmniej 300 ml i sSrednicy okoto 5 cm,
- ta sama liczba kulek 20-30 na grupe

- pojemnik do ewentualnego przelewania sie wody i przechowywania kulek
- papierowe reczniki,

- arkusz kalkulacyjny.

Szacowany czas: 10 minut

Aktywnos¢ 7

Rozwazmy sytuacije, w ktérej w cylindrze miarowym znajduje sie 200 ml wody i mamy
wieksze kulki. Z kazdg wrzucong kulkg objeto$¢ zwieksza sie teraz o 5 ml. Nie wrzucajgc
kulek, sprobuj wypetni¢ tabele.

Liczba koralikow

, 0 1 2 3 12 15 20 X
w wodzie




[ Objetosé wml_| | | | | |

Naszkicuj wykres.
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- W odréznieniu od poprzednich zajec, uczniowie wykonujg je bez pomocy. Uczniowie
powinni zauwazy¢, ze funkcja rosnie szybciej, a wspotczynnik przed x (nachylenie
funkcji) zmienia sie we wzorze funkcji. Otrzymana formuta to y = 5x + 200.

Sugerowane pomoce, narzedzia:
- arkusz kalkulacyjny

Szacowany czas: 10 minut



Wyjasnienie

Aktywnos¢ 8
W lewej kolumnie tabeli znajdujg sie formuty, z ktérymi spotkates sie podczas pracy z
kulkami. W prawej kolumnie zapisz, co zauwazytes we wzorze.

Recepta Obserwacja
y =150 + 2x

y = 250 + 2x

y =200 + 2x

y =10+ 2x

y =250 — 2x

y = 200 + 5x

- Studenci potrafig zapisa¢ wiasciwosci wykresow w obserwacji (rosngce, malejgce,
punkty lezgce na prostej, przeciecia z 0sig y lub x dla funkcji malejgcej, dziedzina funkcji
- opisana wiasnymi stowami, zakres funkcji - opisanej wtasnymi stowami itp.). Niektore
grupy mogg zapisywac obserwacje $cisle zwigzane z kontekstem problemu.

Aktywnosé 9
Wskaz, co majg wspdlnego formuty z poprzedniego ¢wiczenia.

- Oczekujemy, ze niektore grupy zauwazg, ze wszystkie formuty majg postac y = q + kx.
Naturalnym jest, ze uczniowie zapisujg wzér w niestandardowej formie (odwrécona
kolejno$¢ kx a q)

- Na tym etapie lekcji nauczyciel moze nieformalnie wprowadzic¢ pojecie funkcji liniowej
jako funkcji, ktérej wzoér jest y = kx + q (tutaj kolejno$¢ moze by¢ kx zamieniona z q jak
to zwykle bywa w podrecznikach, przy czym nauczyciel odwotuje sie do prawa
przemiennosci ).

Aktywnos¢ 10

a) Wybierz kryterium podziatu formut z éwiczenia 8 na grupy.

Zapisz to kryterium.
b) Zgodnie z wybranym kryterium podziel formuty na grupy.

Uczniowie mogg wybrac nastepujgce Kryteria:

- Przeciecie z osig y (mozna sformuftowa¢ samodzielnie, np. ,wedfug pierwszej cyfry
we wzorze”)
- Nachylenie (okreslane przez uczniow jako ,wedtug liczby przy x”)

Cwiczenie pozwoli nauczycielowi oméwié z uczniami, co mozemy wywnioskowacé ze wzoru
na temat wta$ciwoS$ci funkcji. Jesli uczniowie nie zaobserwujg wymienionych witasciwosci,
nie ma potrzeby wyciggania wnioskow w trakcie tej lekcji.



Sugerowane pomoce, narzedzia (dla ¢wiczen 8 do 10) :
- arkusz kalkulacyjny

Szacowany czas: 15 minut

Aktywnosé 11
Odgadnij wzér funkcji.

- Zagramy w te gre, jesli starczy nam czasu na zajeciach.

- Nauczyciel wymysla wzér na funkcje liniowg, a zadaniem uczniow jest odgadniecie tego
wzoru.

- Zapisujemy na tablicy wybrane przez uczniéw wartoSci x, a nastepnie nauczyciel dodaje
obliczong wartoSc y.

Przebieg gry na planszy moze wyglgdac jak na obrazku ponizej. Celem gry jest
wypetnienie wzoru w z6ftym polu w oparciu o znalezione wartoSci.

2 | 149

- Podczas gry uczniowie mogg odkry¢ nastepujgce funkcje:
o korzystnie jest da¢ x=0 (znajdziemy warto$¢ q)
o wystarczy wpisac dwie cyfry dla jednej recepty
o preferowane jest, aby druga wybrana liczba to 1
- Sugerujemy wybér funkcji liniowych, ktére majg rozne wtasciwosci (wyraz jest dodatni,
ujemny lub 0, wspotfczynnik kierunkowy jest liczbg dodatnig, liczbg ujemna, 0, liczbg
mniejszg niz 1, utamkiem zwyktym, dziesietnym) Ponizej znajdujg sie przyktady
mozliwych wzoréw funkcji liniowych:

y=2x,y=x+5 y=2x+3, y=-2x—-3, y=-10x + 5,y = 1000x + 658,

Yy =500x — 341,y = —100x + 92,y =-x =3, y = —9x + 2,y = —x +—

Szacowany czas: 10 minut
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