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Bitte erzahlen Sie kurz etwas uber sich!
« Name

Studiengang

Erfahrungen mit Funktionen (eigene Schulzeit, Studium, Schulpraxis)

Erwartungen, Wiinsche, Angste

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit und
bis zum nachsten Mal!

Sproesser & Frey:
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« Schuleraufgaben zum funktionalen Denken losen & reflektieren

Lernziele:

» Ausgewahlte Schuleraufgaben zum funktionalen Denken 16sen konnen.

» Verschiedene Losungsstrategien erkennen und vergleichen.

» Didaktische Ziele in Bezug auf die verwendeten Aufgaben (ggfs. in verschiedenen
Jahrgangsstufen) evaluieren.

» Sich uber mogliche Schwierigkeiten, Fehler und Fehlvorstellungen bewusst werden.

» Kiriterien zur Einordnung von Aufgaben entwickeln, anwenden & reflektieren.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Losen und Reflektieren von Schuleraufgaben

Aktivitaten:

1. Einzelarbeit: Losen Sie die Schuleraufgaben auf dem Arbeitsblatt. Versuchen Sie,

verschiedene Losungsansatze zu nutzen.

Austausch in Tandems / Kleingruppen — Gemeinsame Diskussion, z.B. zu ...
« Korrektheit

* Verschiedene Losungen / Strategien

« Lernziele: Welches Vorwissen / welche Fahigkeiten werden gebraucht & geschult?
« Knifflige Aufgaben / Erwartete Schwierigkeiten / Fehler / Fehlvorstellungen

Sproesser & Frey:

29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Losen und Reflektieren von Schuleraufgaben

Aktivitaten:

1. Einzelarbeit: Losen Sie die Schuleraufgaben auf dem Arbeitsblatt. Versuchen Sie,

verschiedene Losungsansatze zu nutzen.

Partnerarbeit: Sortieren Sie die Aufgaben nach lhren eigenen Kriterien.
Begrunden Sie die Kriterien und Zuordnung.

Vorstellung & gemeinsame Diskussion
» Kriterien
« Zuordnung

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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e Zusammenfassung: 2. Veranstaltung

« Schuleraufgaben zum funktionalen Denken losen & reflektieren

Lernziele:

» Ausgewahlte Schuleraufgaben zum funktionalen Denken 16sen konnen.

» Verschiedene Losungsstrategien erkennen und vergleichen.

» Didaktische Ziele in Bezug auf die verwendeten Aufgaben (ggfs. in verschiedenen
Jahrgangsstufen) evaluieren.

» Sich Uber mogliche Schwierigkeiten, Fehler und Fehlvorstellungen bewusst werden

Sproesser & Frey:
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Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit und
bis zum nachsten Mal!
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Ute Sproesser
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* Funktionen: Grundvorstellungen und Darstellungen

Lernziele:

» Unterschiedliche Darstellungen von Funktionen kennen und wissen, wie
Darstellungswechsel erfolgen bzw. gefordert werden konnen.

» Die Grundvorstellungen zu Funktionen kennen.

» Verstehen, wie sich die Grundvorstellungen zu Funktionen in verschiedenen
Darstellungen zeigen.

» In der Lage sein, Aufgaben auf unterschiedliche Weise unter Verwendung verschiedener
Funktionsdarstellungen und Grundvorstellungen zu I6sen.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Schuleraufgabe vergleichbar zu Realschulabschlussprufung BW

Emil hat die ersten drei Muster aus Plattchen gelegt. ® ®

a) Wie viele Plattchen werden flr das 5. Muster benotigt? . o : : : :

b) Eine der abgedruckten Formeln kann zur Berechnung o o o e0 0 o o0 00 o
der Plattchenanzahl bei allen Mustern verwendet e o ° ° ° °
werden. Kreuze diese Formel an! (1) ° o o o
' s=n+6 ->ngibtdie Stelle des jeweiligen Musters an (2) ° °
I s=5n+2 s gibt die Summe der bendtigten Plattchen (3)

1 s=3n+4 eines Musters an

Aktivitat auf AB:

Bitte bearbeiten Sie diese Aufgabe. Machen Sie sich Notizen zu den genutzten Strategien.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern

Angelehnt an eine Aufgabe der
Realschul-Abschlussprufung
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Schuleraufgabe aus PISA-Studie

Ein Bauer pflanzt Apfelbdume in einem quadratischen Muster. Um e o %
die Baume gegen Wind zu schitzen, setzt er Nadelbaume um den X XX
ganzen Obstgarten herum. n=2X X X X X
X @ e X
Nebenstehend ist die Situation abgebildet mit dem Muster der X X
Apfel- und Nadelbaume fur verschiedene Anzahlen (n) an Reihen X X X X X

von Apfelbaumen.

n=3 X X X X X X X
X @ ) ® X
X

° ) o X
X

Wann ist die Anzahl der Nadelbaume genauso grol3 wie die Anzahl
der Apfelbaume?

X X X X X

[ [ e X
Aktivitat auf AB: X XXX
n=4X X X X X X X X
Bitte bearbeiten Sie diese Aufgabe. Machen Sie A
sich Notizen zu den genutzten Strategien. xe o o e
X @ [ [ ] [
X
Sproesser & Frey: Xe e o o
29.09.2023 Funktionales Denken fordern X X X X XX X X X

(Aufgabe Ubersetzt von OECD, 2009, S. 102)
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Schuleraufgabe aus Online-Assessment

Gegeben ist die folgende Situation:

Eine Kerze ist zu Beginn 24 cm hoch und wird pro Stunde um 2 cm kurzer.
Stelle eine Funktionsgleichung auf, die diese Situation angemessen beschreibt!

(Aufgabe adaptiert von R. Nitsch: www.codi-test.de)

Aktivitat auf AB:

Bitte bearbeiten Sie diese Aufgabe. Machen Sie sich Notizen zu den genutzten Strategien.

Sproesser & Frey:

29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Aktivitat (Murmelphase):

Was mussen Schulerlnnen konnen und wissen, um diese Aufgabe zu bearbeiten?

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden schon eine

Anfangsgeschwindigkeit und lasst sich dann den Berg

hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen).

* Wann ist er schneller: bei Sekunde 4 oder 8?

* Beschreibe in Worten, wie sich seine Geschwindigkeit mit
der Zeit verandert.

« Eine Skifahrerin fahrt die gleiche Strecke und hat eine
hohere Anfangsgeschwindigkeit als der Skifahrer.
Vergleiche die beiden Fahrten in Worten.

nach 8 s

0s

nach 4 s

(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Die Schulerlnnen mussen Uber
Grundvorstellungen zu funktionalen

Die Schulerinnen miussen funktionale Zusammenhange in
unterschiedlichen Darstellungen beschreiben & interpretieren

sowie diese Darstellungen vernetzen & wechseln. Zusammenhangen verfugen.

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden schon eine

Anfangsgeschwindigkeit und lasst sich dann den Berg

hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen).

« Wann ist er schneller: bei Sekunde 4 oder 8?

* Beschreibe in Worten, wie sich seine Geschwindigkeit mit
der Zeit verandert.

« Eine Skifahrerin fahrt die gleiche Strecke und hat eine
héhere Anfangsgeschwindigkeit als der Skifahrer.
Vergleiche die beiden Fahrten in Worten.

nach 8 s

nach 4 s

=
L
(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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University of Education

Die Schulerinnen miussen funktionale Zusammenhange in Die Schulerlnnen mussen uber
unterschiedlichen Darstellungen beschreiben & interpretieren Grundvorstellungen zu funktionalen
sowie diese Darstellungen vernetzen & wechseln. Zusammenhangen verfugen.

Bedeutung von Darstellungen Grundvorstellungen / Aspekte:
(z.B. Pittalis et al., 2020; HuBRmann & Laakman, 2011) Funktionen unter verschiedenen

« Zugang zum mathematischen Objekt Perspektiven wahrnehmen

« Begriffsbildung (z.B. Malle, 2000; Pittalis et al., 2020;
* Problemlosen Vollrath, 1989)

—~>Verstehen, Vernetzen, Wechseln der Darstellungen Input-Output-Vorstellung

Typische Darstellungen: Zuordnungsvorstellung
Graphen, Gleichungen, Tabellen, Beschreibungen und Kovariationsvorstellung
Abbildungen von Situationen Objekt-Vorstellung

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern




University of Education

ml({"”“’d“"gs‘:’“"g Grundvorstellungen und Darstellungen

Die Grundvorstellungen
... zeigen unterschiedliche Perspektiven
auf Funktionen

... Sind untrennbar mit dem Verstandnis Grundvorstellungen / Aspekte:

Funktionen unter verschiedenen
Perspektiven wahrnehmen

(z.B. Malle, 2000; Pittalis et al., 2020;
Vollrath, 1989)

der Darstellungen verwoben

... fungieren insbesondere als Brlcke
zwischen realer Situation und
mathematischer Perspektive

* |nput-Output-Vorstellung
« Zuordnungsvorstellung

« Kovariationsvorstellung

« Objekt-Vorstellung

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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N\

Grundvorstellung Zuordnung nach 8 s

Jedem Wert der ersten GrofB3e wird (genau)
ein Wert der zweiten GroBe zugeordnet.

0s

nach 4 s

(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Mogliche Uberlegungen:

Welche Geschwindigkeit hat er nach 4 Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden schon
bzw. nach 8 Sekunden? eine Anfangsgeschwindigkeit und Iasst sich dann den
N=le e e = e e -l —ele s e e | Berg hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen).

Also ist er nach 8 Sekunden langsamer  Wann ist er schneller: bei Sekunde 4 oder 8?
als nach 4 Sekunden.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Grundvorstellung Zuordnung

Jedem Wert der ersten GrofB3e wird (genau)
ein Wert der zweiten GroBe zugeordnet.

Zeit Geschwindigkeit
(in Sekunden) (in km/h)

nach 8 s

nach 4 s

o
"]
(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden schon

0 Zuordnung 20 eine Anfangsgeschwindigkeit und Iasst sich dann den
4 ----> 50 Berg hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen).
8 20  Wann ist er schneller: bei Sekunde 4 oder 8?
12 40
29.09.2023 Funktiso%r;?ssgreﬁ:e;e%rdern 23
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Grundvorstellung Zuordnung nach 8 s

Jedem Wert der ersten GrofB3e wird (genau)
ein Wert der zweiten GroBe zugeordnet.

nach 4 s

=]
"]
(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

£
2 Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden schon
L 7\ eine Anfangsgeschwindigkeit und lasst sich dann den
E | 2 Berg hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen).

)
. : f; « Wann ist er schneller: bei Sekunde 4 oder 8?

o

: N P(Xplyp)
° 2 ) ° Zeit1?n Sekunden
Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern 24
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Grundvorstellungen und Darstellungen

Grundvorstellung Zuordnung

Jedem Wert der ersten GrofB3e wird (genau)
ein Wert der zweiten GroBe zugeordnet.

Wie sieht die Zuordnungsvorstellung
in Bezug auf eine Gleichung aus?

Erlautern Sie die
Zuordnungsvorstellung auch in

Bezug auf das Pfeildiagramm und

das Nomogramm!

29.09.2023

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern

Nomogramm
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N\

Grundvorstellung Kovariation nach & s

Wie hangen Veranderungen der ersten Grole
mit Veranderungen der zweiten Grofe
zusammen?

0s

nach 4 s

(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Mogliche Uberlegungen:

Variation: Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden schon
Zeit schreitet voran eine Anfangsgeschwindigkeit und lasst sich dann den
Kovariation: Berg hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen).

Geschwindigkeit wird zwischen 0 und 4 « Beschreibe in Worten, wie sich seine
Sek. grolder, zwischen 4 und 8 Sek. Geschwindigkeit mit der Zeit verandert.
geringer, ab 8 Sek. dann wieder hoher...

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Grundvorstellungen und Darstellungen

Grundvorstellung Kovariation

Wie hangen Veranderungen der ersten Grole
mit Veranderungen der zweiten Grolde

zusammen?

Zeit
(in Sekunden)
C A 0
= 4
.0
S 8

AR

l Geschwindigkeit
(in km/h)

20

50
20

/

40

nach 8 s

nach 4 s

o
"]
(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

A Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden schon
E eine Anfangsgeschwindigkeit und lasst sich dann den
‘© | Berg hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen).
T | « Beschreibe in Worten, wie sich seine

4 % Geschwindigkeit mit der Zeit verandert.

29.09.2023

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern
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Grundvorstellung Kovariation nach 8 s
Wie hangen Veranderungen der ersten Grole

mit Veranderungen der zweiten Grolde
zusammen?

nach 4 s

=]
"]
(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

@©
o

D
o

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden schon
eine Anfangsgeschwindigkeit und Iasst sich dann den
Berg hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen).

Geschwindigkeit in km/h

N
o

|  Beschreibe in Worten, wie sich seine
O Geschwindigkeit mit der Zeit verandert.

N
o

<€

o
N
EN

6

( : : 8 Zeitin %kunde}
Variation

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Grundvorstellungen und Darstellungen

Grundvorstellung Kovariation

Wie hangen Veranderungen der ersten Grole
mit Veranderungen der zweiten Grolde
zusammen?

Wie sieht die Kovariationsvorstellung in

Bezug auf eine Gleichung aus?

Erlautern Sie die Kovariationsvorstellung
auch in Bezug auf das Pfeildiagramm

und das Nomogramm!

29.09.2023

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern
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Nomogramm
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Grundvorstellung Funktion als Ganzes / Objekt

Betrachtung der Gesamtheit der Wertepaare bzw.

der Funktion als mathematisches Objekt.

Mogliche Uberlegungen:
Vermutlich hat sie im gesamten

Streckenverlauf eine hohere
Geschwindigkeit.

nach 8 s

nach 4 s

o
"]
(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden schon
eine Anfangsgeschwindigkeit und Iasst sich dann den
Berg hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen).

Eine Skifahrerin fahrt die gleiche Strecke und
hat eine hohere Anfangsgeschwindigkeit als der
Skifahrer. Vergleiche die beiden Fahrten in
Worten.

Sproesser & Frey:

29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Grundvorstellung Funktion als Ganzes / Objekt

Betrachtung der Gesamtheit der Wertepaare bzw.
der Funktion als mathematisches Objekt.

Zeit Skifahrer Skifahrerin

(in Sekunden) | Geschwindigkeit | Geschwindigkeit
(in km/h) (in km/h)

nach 8 s

nach 4 s

=]
"]
(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden schon
eine Anfangsgeschwindigkeit und Iasst sich dann den
Berg hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen).

Eine Skifahrerin fahrt die gleiche Strecke und
hat eine hohere Anfangsgeschwindigkeit als der
Skifahrer. Vergleiche die beiden Fahrten in
Worten.

0 . 20

(@) % °
4 = N 50

So

= L2
8 L wO 20
42 40 )

Sproesser & Frey:

29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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University of Education

Grundvorstellung Funktion als Ganzes / Objekt nach 8 s

Betrachtung der Gesamtheit der Wertepaare bzw.
der Funktion als mathematisches Objekt.

=]
"]
(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

80 nach 4 s

Graphen vergleichen:
Funktion als Ganzes

60

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden schon
eine Anfangsgeschwindigkeit und Iasst sich dann den
Berg hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen).

Geschwindigkeit in km/h

 Eine Skifahrerin fahrt die gleiche Strecke und
hat eine hohere Anfangsgeschwindigkeit als der
Skifahrer. Vergleiche die beiden Fahrten in
Zeitin Sekunden Worten.

20

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Grundvorstellung Funktion als Ganzes / Objekt

Betrachtung der Gesamtheit der Wertepaare bzw.
der Funktion als mathematisches Objekt.

Wie sieht die Objektvorstellung in Bezug J .
auf eine Gleichung aus? Erlautern Sie s

die Objektvorstellung auch in Bezug auf
das Pfeildiagramm und das
Nomogramm!

Pfeildiagramm
Nomogramm

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern

29.09.2023
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Grundvorstellung Input-Output
Eine gegebene Regel auf einen Input-Wert anwenden,

sodass sich ein bestimmter Output-Wert ergibt bzw. zu
gegebenen Input- und Output-Werten die
Transformationsregel finden.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Grundvorstellung Input-Output

Eine gegebene Regel auf einen Input-Wert anwenden,
sodass sich ein bestimmter Output-Wert ergibt bzw. zu
gegebenen Input- und Output-Werten die
Transformationsregel finden.

Wie zeigt sich die Input-Output-Vorstellung in Bezug auf folgende Darstellungen:
Situativ
Tabellarisch
Graphisch
Algebraisch / Gleichung
Pfeildiagramm
Nomogramm

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern

35



University of Education

‘ |((P”L”d“"95b“"9 Grundvorstellungen und Darstellungen

Grundvorstellung Input-Output

Eine gegebene Regel auf einen Input-Wert anwenden,
sodass sich ein bestimmter Output-Wert ergibt bzw. zu

Left Stand

gegebenen Input- und Output-Werten die
Transformationsregel finden. ; ]
6 12
LESSON E Exploration
7 13
Task 1.2
a. Make an arrow chain that divides 91 by 7. D 2 8
Answer:
Operations
bt il —4
b. Now calculate: Ll
1550 divided by 7 and ) | +3 |
155654 divided by 7. m
Answer: = [ 24 |
Answer: D
L2
® el 999‘99 el o https://gizmos.explorelearning.com/index.cfm?method=c
Resource.dspView&ResourcelD=1035
You see that the applet can be used as a calculator. [ table
i Dgraph https://app.dwo.nl/en/se/
; Clear 3 6
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- O ARENY £ Ao P ) €
Aktivitit (AB): ‘&g{ 8&5 Ao LU%\Q i :f::m e
Beurteilen Sie die abgedruckten &T\%@ﬁ\ sty %Qﬁé i\“kﬂf“@ CPASSS.

Schulerlosungen in Hinblick auf
die genutzten Darstellungen und
Grundvorstellungen!

3
")
§
nach 8 s N
k)
=
2
0s £
S
i
o
©
N
®© S fle o ) ,,.,/;- . . 2 s J:‘):, ! : J
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ml((”' LuEigab e Grundvorstellungen und Darstellungen

Schuleraufgabe vergleichbar zu Realschulabschlussprufung BW

Emil hat die ersten drei Muster aus Plattchen gelegt. ®

a) Wie viele Plattchen werden fur das 5. Muster bendtigt? . o : : :

b) Eine der abgedruckten Formeln kann zur Berechnung o o o e0 0 o o0 0 o
der Plattchenanzahl bei allen Mustern verwendet e o ° ° °
werden. Kreuze diese Formel an! (1) ° ° o
- s=n+6 -ngibtdie Stelle des jeweiligen Musters an (2) °
1 s=5n+2 s gibtdie Summe der benétigten Plattchen (3)

1 s=3n+4 eines Musters an

Besprechung Aktivitat:

Uberprifen Sie Ihre Notizen: Welche Grundvorstellungen und Darstellungen haben Sie
genutzt? Erlautern Sie!

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern

Angelehnt an eine Aufgabe der
Realschul-Abschlussprufung
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Schuleraufgabe aus PISA-Studie

Ein Bauer pflanzt Apfelbdume in einem quadratischen Muster. Um e o %
die Baume gegen Wind zu schitzen, setzt er Nadelbaume um den X XX
ganzen Obstgarten herum. n=2X X X X X
X @ e X
Nebenstehend ist die Situation abgebildet mit dem Muster der X X
Apfel- und Nadelbaume fur verschiedene Anzahlen (n) an Reihen X X X X X

von Apfelbaumen.

n=3 X X X X X X X
X @ ) o X

Wann ist die Anzahl der Nadelbaume genauso grol3 wie die Anzahl

X X

der Apfelbaume? xe o o

X @ [ e X

X X X X X XX

Besprechung Aktivitat: PoAX X X X X X X X

X @ [ [ ] [

Uberprufen Sie lhre Notizen: Welche Grundvorstellungen e e e
und Darstellungen haben Sie genutzt? Erlautern Sie! X

X @ [ [ ] [
X

Sproesser & Frey: Xe e o o

29.09.2023 Funktionales Denken fordern X X X XXX XXX

(Aufgabe Ubersetzt von OECD, 2009, S. 102)

X X X X X X X X
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Schuleraufgabe aus Online-Assessment

Gegeben ist die folgende Situation:

Eine Kerze ist zu Beginn 24 cm hoch und wird pro Stunde um 2 cm kurzer.
Stelle eine Funktionsgleichung auf, die diese Situation angemessen beschreibt!

(Aufgabe adaptiert von R. Nitsch: www.codi-test.de)

Besprechung Aktivitat:

Uberprifen Sie Ihre Notizen: Welche Grundvorstellungen und Darstellungen
haben Sie genutzt? Erlautern Sie!

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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* Funktionen: Grundvorstellungen und Darstellungen

Lernziele:

» Unterschiedliche Darstellungen von Funktionen kennen und wissen, wie
Darstellungsanderungen stattfinden/gefordert werden konnen.

» Die Grundvorstellungen zu Funktionen kennen.

» Verstehen, wie sich die Grundvorstellungen zu Funktionen in verschiedenen
Darstellungen zeigen.

» In der Lage sein, Aufgaben auf unterschiedliche Weise unter Verwendung verschiedener
Funktionsdarstellungen und Grundvorstellungen zu I6sen.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit und
bis zum nachsten Mal!

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern o Eiereing unclond winking
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Funktionales Denken von Schulerinnen und
Schiulern fordern — Spezifische Lernumgebungen
erkunden und (weiter-)entwickeln

4. Sitzung:
Funktionales Denken:

Begriffe, Darstellungswechsel, Relevanz

Ute Sproesser
Kerstin Frey

www.ph-ludwigsburg.de
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ml((”' Luptvigsburg Agenda: 4. Veranstaltung

* Funktionales Denken
» Wichtige Begriffe
» Darstellungswechsel
» Bedeutung

Lernziele:

» Unterschiedliche Darstellungen von Funktionen kennen und wissen, wie
Darstellungswechsel stattfinden/gefordert werden konnen.

» Den Begriff des funktionalen Denkens kennen, insbesondere die Unterscheidung
zwischen Funktion, funktionalem Zusammenhang und funktionalem Denken

» Die Bedeutung des funktionalen Denkens einschatzen konnen.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Aktivitat:

Was verstehen Sie unter den Begriffen ,Funktion®, ,Funktionaler Zusammenhang*
und ,Funktionales Denken“? (Wie) Konnen diese unterschieden werden?

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Aktivitat:

Was verstehen Sie unter den Begriffen ,Funktion®, ,Funktionaler Zusammenhang"”
und ,Funktionales Denken®? (Wie) Kop#fen diese unterschieden werden?

Bei vielen inner- und aulermathematischen
,£ine Funktion ist eine eindeutige Situationen besteht ein Zusammenhang
Zuordnung der Elemente einer zwischen zwei Grolden in naturlicher Weise
nicht-leeren Menge A zu den oder wird bewusst hergestellt. (...)
Elementen einer Menge B, Funktionaler Zusammenhang: Wie verhalt
geschrieben f: A — B.” sich eine Grole in Abhangigkeit der anderen.
(Buchter & Henn, 2010, S. 18) (Wittmann, 2007, S. 1ff)

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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ml((PHL”“WiQSb”"g Grundvorstellungen und Darstellungen

Aktivitat:

Was verstehen Sie unter den Begriffen ,Funktion®, ,Funktionaler Zusammenhang*
und ,Funktionales Denken“? (Wie) Konnen diese unterschieden werden?

Funktionales Denken als Denken in
Zusammenhangen, Abhangigkeiten
und Veranderungen.

(Vollrath, 1989)

Uber Mathematik hinaus
bedeutsam fur andere
Disziplinen und im Alltag

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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ml(("““"w‘gs‘””"g Grundvorstellungen und Darstellungen

Aktivitat:

Was verstehen Sie unter den Begriffen ,Funktion®, ,Funktionaler Zusammenhang"”
und ,Funktionales Denken®? (Wie) Konnen diese unterschieden werden?

Funktionales Denken als Denken in

: Zusammenhangen, Abhangigkeiten
Funktionales Denken als Erkennen, und Veranderungen.

Verallgemeinern und Abstrahieren (Vollrath, 1989)
von Zusammenhangen zwischen
ko-variierenden Mengen, sowie als
Darstellen und Nutzen dieser
Zusammenhange beim
Problemlosen.
(Pittalis et al., 2020)

Sproesser & Frey:

29.09.2023 Funktionales Denken fordern

Besondere Bedeutung ...

« Darstellungen nutzen & verknupfen

« Grundvorstellungen entwickeln, um
vielfaltige Probleme zu I6sen
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Aktivitat:

Was verstehen Sie unter den Begriffen ,Funktion®, ,Funktionaler Zusammenhang"”
und ,Funktionales Denken®? (Wie) Konnen diese unterschieden werden?

Funktionales Denken als Denken in

: Zusammenhangen, Abhangigkeiten
Funktionales Denken als Erkennen, und Veranderungen.

Verallgemeinern und Abstrahieren (Vollrath, 1989)
von Zusammenhangen zwischen
ko-variierenden Mengen, sowie als

Darstellen und Nutzen dieser : fii
Zusammenhénge beim DL E, @RS uAIEE U ElE
Problemlésen. Umgang mit Funktionen ist.

(Pittalis et al., 2020) (Vollrath, 1989, S. 6)

,Funktionales Denken ist ein

Sproesser & Frey: nlhink
29.09.2023 Funktionales Denken fordern 77, emmumummos 49
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Y

Aktivitat:

Wie hoch schatzen Sie die

nach 8 s

Losungshaufigkeit dieser Aufgabe ein?

Welche Schulerschwierigkeiten und
Unterstlitzungsmoglichkeiten sehen Sie?

nach 4 s

=]
L
(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden
schon eine Anfangsgeschwindigkeit und lasst
sich dann den Berg hinuntergleiten (ohne

0 ' e
absichtlich zu bremsen). Welches der drei g/\_/ E\A ‘-
Diagramme beschreibt, wie sich seine o o >
Geschwindigkeit bei der Skifahrt abhangig von : : /\/
der Zeit verandert? P o e T s

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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‘\l(("” e Darstellungsverkniipfung und -wechsel

Y

nach 8 s

nach 4 s

=]
L
(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden
schon eine Anfangsgeschwindigkeit und lasst
sich dann den Berg hinuntergleiten (ohne
absichtlich zu bremsen). Welches der drei
Diagramme beschreibt, wie sich seine
Geschwindigkeit bei der Skifahrt abhangig von
der Zeit verandert?

Aktivitat:

Wie hoch schatzen Sie die
Losungshaufigkeit dieser Aufgabe ein?

Welche Schulersg wierigkeiten und

Unterstutzungs: shkeiten sehen Sie?

Losungshaufigkeit unter 856 Lernenden
(Sproesser et al., 2022)

« Gesamtstichprobe: 46,0%

* Gymnasium: 65,5%

* Nicht-Gymnasium: 33,3%

a (4] [
000000000000000000000000000000000000

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Y

Aktivitat:

nach 8 s

Wie hoch schatzen Sie die
Losungshaufigkeit dieser Aufgabe ein?

Welche SchulerschW|er|gke|ten und

Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Kein Versténdnisvo"er Unt Warumhastdu dich fiir dieses Diagramm entschieden?
Darstellungswechsel Hecns @/’w%@ s Sl &W
Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden e M%A s

schon eine Anfangsgeschwindigkeit und lasst
sich dann den Berg hinuntergleiten (ohne
absichtlich zu bremsen). Welches der drei
Diagramme beschreibt, wie sich seine
Geschwindigkeit bei der Skifahrt abhangig von
der Zeit verandert? CE e e TR e

Zeit (in &) Zeit (in s) Zeit (in 5)

Geschwindigkeit (in m/s)
& = a =

Geschwindigkeit (in mis)
Geschwindigkeit (in m/s)
s = - ™ =] a =

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern




‘\l fii L Darstellungsverkniipfung und -wechsel

\ : Aktivitat:
nach 8 s Q
; Wie hoch schatzen Sie die
s £ Losungshaufigkeit dieser Aufgabe ein?
fé Welche Schulerschwierigkeiten und
Warum hast du dich fiir dieses Diagramm entschieden? shen Sie?

nach 4 s

bk besdneidt afe Situahon am berten well g dnanis

\ch fala WMW‘Q‘WWm e

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunk #=/id¥ wic o (£ dun 0
schon eine Anfangsgeschwindignercurarassr

€ dar 'ﬂfwﬂ- bonp ure pham :/(L

e :
sich dann g ;“ ;A :
Elelfehiilfes  Kein verstandnisvoller g'/\/ £, f
DiagrammiBELELE LT Te BT ETE1 3 3\/\ 3
ey« 2 Graph-als-Bild-Fehler ifoR¥efy 2 2 /\/
der Zeit vera . e ey T s T

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Y

Aktivitat:

Wie hoch schatzen Sie die

nach 8 s

Losungshaufigkeit dieser Aufgabe ein?

Welche Schulerschwierigkeiten und
Unterstutzungsmoglichkeiten sehen Sie?

nach 4 s

=]
L
(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden
schon eine Anfangsgeschwindigkeit und lasst
sich dann den Berg hinuntergleiten (ohne

' 0 '
absichtlich zu bremsen). Welches der drei g/\_/ E\A 5
Diagramme beschreibt, wie sich seine o ° >
Geschwindigkeit bei der Skifahrt abhangig von : : /\/
der Zeit verandert? IR SR S .

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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‘\l((”“ e Darstellungsverkniipfung und -wechsel

Beispiele fiir Unterstiitzungsmadglichkeiten / Forderansétze:

« Reduktion der Komplexitat / Abschnittsweise Betrachtung

* Aufbau eines adaquaten Situationsmodells

« Aktivierung (& Vernetzung) der Grundvorstellungen in verschiedenen Darstellungen
« Einbindung von Hilfsdarstellungen / weiteren Darstellungen

* Anregung Darstellungswechsel in verschiedene Richtungen

« Lenken der Aufmerksamkeit auf relevante Merkmale, z.B. auf Achsenbeschriftung

Hintergriunde z.B. bei HuBmann & Laakmann, 2011; Ruchniewicz, 2022

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Beispiele fiir Unterstiitzungsmadglichkeiten / Férderansatze:

* Reduktion der Komplexitat / Abschnittsweise Betrachtung

* Aufbau eines adaquaten Situationsmodells

« Aktivierung (& Vernetzung) der Grundvorstellungen in verschiedenen Darstellungen
- Einbindung von Hilfsdarstellungen / weiteren Darstellungen

* Anregung Darstellungswechsel in verschiedene Richtungen

* Lenken der Aufmerksamkeit auf relevante Merkmale, z.B. auf Achsenbeschriftung

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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e Darstellungsverknupfung und -wechsel

Beispiele fiir Unterstiitzungsmadglichkeiten / Forderansétze:

* Reduktion der Komplexitat / Abschnittsweise Betrachtung
* Aufbau eines adaquaten Situationsmodells

« Aktivierung (& Vernetzung) der Grundvorstellungen in verschiedenen Darstellungen

Y

0s

nach 8 s

Geschwindigkeit (in m/s)
- e =] a =

nach 4 s

(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden schon eine

Anfangsgeschwindigkeit und lasst sich dann den Berg , ,

hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen). Welches der drei Bereits zu Beginn (Os)

Diagramme beschreibt, wie sich seine Geschwindigkeit bei der | a1 @l=le SIE = =als

Skifahrt abhangig von der Zeit verandert? gewisse Anfangs-
Sproesser & Frey:

29.09.2023 Funktionales Denken férder geSChWIndlgke|t° 57
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Beispiele fiir Unterstiitzungsmadglichkeiten / Forderansétze:

* Reduktion der Komplexitat / Abschnittsweise Betrachtung
* Aufbau eines adaquaten Situationsmodells
« Aktivierung (& Vernetzung) der Grundvorstellungen in verschiedenen Darstellungen

\Y

0s

nach 8 s

Bergab (zwischen Os
und 4s) steigt seine
Geschwindigkeit.

nach 4 s o
(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt O Sekunden schoneine A\ O
Anfangsgeschwindigkeit und lasst sich dann den Berg , , e
hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen). Welches der drei Bereits zu Beginn (Os)

Diagramme beschreibt, wie sich seine Geschwindigkeit bei der | a1 @l=le SIE = =als

Skifahrt abhangig von der Zeit verandert? gewisse Anfangs-

SProesser & Frey:

29.09.2023 Funktionales Denken férder geschwmdlgkelt. 58
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Beispiele fiir Unterstiitzungsmadglichkeiten / Forderansétze:

* Reduktion der Komplexitat / Abschnittsweise Betrachtung
* Aufbau eines adaquaten Situationsmodells

- Aktivierung (& Vernetzung) der Grundvorstellungen in verschiedenen Dai :=cELE AV EqE
4s und 8s) sinkt

\ seine

nach 8 s Geschwindigkeit.

Bergab (zwischen Os
und 4s) steigt seine
Geschwindigkeit.

0s

nach 4 s

(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt O Sekunden schoneine A\ O
Anfangsgeschwindigkeit und lasst sich dann den Berg , , e
hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen). Welches der drei Bereits zu Beginn (0s)

Diagramme beschreibt, wie sich seine Geschwindigkeit bei der | a1 @l=le SIE = =als

Skifahrt abhangig von der Zeit verandert? gewisse Anfangs-

SProesser & Frey:

29.09.2023 Funktionales Denken férder geschwmdlgkelt. 59
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Beispiele fiir Unterstiitzungsmadglichkeiten / Forderansétze:

* Reduktion der Komplexitat / Abschnittsweise Betrachtung
* Aufbau eines adaquaten Situationsmodells

- Aktivierung (& Vernetzung) der Grundvorstellungen in verschiedenen Dai :=cELE AV EqE
4s und 8s) sinkt

\ seine

nach 8 s Geschwindigkeit.

Bergab (zwischen Os
und 4s) steigt seine
Geschwindigkeit.

igkeit (in m/s)
2 8 %

Gesc
-

nach 4 s o
(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt O Sekunden schoneine | A Ao 5
Anfangsgeschwindigkeit und lasst sich dann den Berg , , .
hinuntergleiten (ohne absichtlich zu bremsen). Welches der drei Bereits zu .Beg'nn (05) Am Ende (ab 8s) fahrt
Diagramme beschreibt, wie sich seine Geschwindigkeit bei der | a1 @l=le SIE = =als er wieder bergab, also
Skifahrt abhangig von der Zeit verandert? gewisse Anfangs- steigt seine

SProesser & Frey:

29.09.2023 Funktionales Denken forder RCE AL (e Ile 18 Geschwindigkeit.
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Beispiele fiir Unterstiitzungsmadglichkeiten / Férderansatze:

« Reduktion der Komplexitat / Abschnittsweise Betrachtung

* Aufbau eines adaquaten Situationsmodells

« Aktivierung (& Vernetzung) der Grundvorstellungen in verschiedenen Darstellungen
- Einbindung von Hilfsdarstellungen / weiteren Darstellungen

* Anregung Darstellungswechsel in verschiedene Richtungen

* Lenken der Aufmerksamkeit auf relevante Merkmale, z.B. auf Achsenbeschriftung

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Schuleraufgabe:

Vervollstandige die Tabellen. Lies dazu aus
den Graphen jeweils die Geschwindigkeit
nach 0 Sekunden, nach 4 Sekunden und nach
8 Sekunden ab. Uberpriife damit deine

Zeit 0 4 8 Entscheidung flr den passenden Graphen.
(in s)

2zl 0 4 8
(in s)

Geschwindigkeit
(in m/s)

Geschwindigkeit
(in m/s)

22 0 4 8
(in's)

Geschwindigkeit (in m/s)

= - & = s =
Geschwindigkeit (in m/s)

]

Geschwindigkeit (in m/s)

Geschwindigkeit
(in m/s)

i
£z E 2
: 10 10
= ]
n 6 26

4 4

2 2

1] 1]
11111111111111111111111 10 [+ i 2 3 4 & 3 7 a8 ] 10
Zeit (in &) Zeit (in s) Zeit (in 5)

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Beispiele fiir Unterstiitzungsmadglichkeiten / Férderansatze:

« Reduktion der Komplexitat / Abschnittsweise Betrachtung

* Aufbau eines adaquaten Situationsmodells

« Aktivierung (& Vernetzung) der Grundvorstellungen in verschiedenen Darstellungen
- Einbindung von Hilfsdarstellungen / weiteren Darstellungen

* Anregung Darstellungswechsel in verschiedene Richtungen

* Lenken der Aufmerksamkeit auf relevante Merkmale, z.B. auf Achsenbeschriftung

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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N\

nach 8 s

Schiileraufgabe:
Wahle Graph B oder C und schreibe
dazu eine Ski-Geschichte.

nach 4 s

(vgl. Barzel & Ruchniewicz, 2020, S. 9f)

Ein Skifahrer hat zum Zeitpunkt 0 Sekunden
schon eine Anfangsgeschwindigkeit und lasst
sich dann den Berg hinuntergleiten (ohne
absichtlich zu bremsen). Welches der drei
Diagramme beschreibt, wie sich seine

Geschwindigkeit bei der Skifahrt abhangig von /\/

der Zeit Veréndert? o 1 2 3 4 5 [:] T a 8 10 ] 1 2z 3 4 5 3 7 a -] 10 L] 1 2 3 4 § [} 7 a ] 10

Zeit (in &) Zeit (in s) Zeit (in 5)

] =

Geschwindigkeit (in m/s)
= a

Geschwindigkeit (in m/s)
2 P =

Geschwindigkeit (in m/s)
= = =

= ] - & &
= ha Y & &
= e . & -

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Beispiele fiir Unterstiitzungsmadglichkeiten / Férderansatze:

« Reduktion der Komplexitat / Abschnittsweise Betrachtung

* Aufbau eines adaquaten Situationsmodells

« Aktivierung (& Vernetzung) der Grundvorstellungen in verschiedenen Darstellungen

- Einbindung von Hilfsdarstellungen / weiteren Darstellungen

* Anregung Darstellungswechsel in verschiedene Richtungen

* Lenken der Aufmerksamkeit auf relevante Merkmale, z.B. auf Achsenbeschriftung

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Beispiele fiir Unterstiitzungsmadglichkeiten / Forderansétze:

K Reduktion der Komplexitat / Abschnittsweise Betrachtung \
* Aufbau eines adaquaten Situationsmodells
« Aktivierung (& Vernetzung) der Grundvorstellungen in verschiedenen Darstellungen
- Einbindung von Hilfsdarstellungen / weiteren Darstellungen
* Anregung Darstellungswechsel in verschiedene Richtungen
& Lenken der Aufmerksamkeit auf relevante Merkmale, z.B. auf Achsenbeschriftung /

b Grundlage: Verstandnis der einzelnen Darstellungen

Darauf aufbauend: Vernetzen der Darstellungen bzw.
wesentlicher Merkmale

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Exkurs: Wissenserwerb & Lernen mit multiplen Darstellungen

« Wissen wird vernetzt abgespeichert >ein gutes Verstandnis ist durch vielfaltige Verbindungen
und sinnvolle Strukturierung charakterisiert (z.B. Hiebert & Carpenter, 1992; Royer et al., 1993)

« Erfolgreiches Lernen zeichnet sich durch die Integration unterschiedlich dargestellter
Informationen in koharenten mentalen Reprasentationen aus (z.B. Schnotz & Bannert, 2003)

« Haufige Probleme beim...
(z.B. Ainsworth et al., 2002; Lowe, 1999)
» Erkennen relevanter Merkmale / Strukturen in Darstellungen —>Konzentration auf
Oberflachenmerkmale
» Vernetzen verschiedener Darstellungen

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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‘\l((”' e Darstellungsverkniipfung und -wechsel

Darstellungen und Darstellungswechsel spielen eine zentrale Rolle (nicht nur) beim
Verstehen funktionaler Zusammenhange
(Adu-Gyamfi, 2007; Barzel et al., 2005; Bodemer & Faust, 2006; Heinze et al., 2009)

- Sie bieten einen Zugang zum abstrakten mathematischen Objekt
« Sie sind unerlasslich fur die Begriffsbildung
« Sie sind notwendig fur flexibles und adaptives Problemlosen

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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‘\l((”“ e Darstellungsverkniipfung und -wechsel

Darstellungen und Darstellungswechsel spielen eine zentrale Rolle (nicht nur) beim
Verstehen funktionaler Zusammenhange
(Adu-Gyamfi, 2007; Barzel et al., 2005; Bodemer & Faust, 2006; Heinze et al., 2009)

- Sie bieten einen Zugang zum abstrakten mathematischen Objekt
« Sie sind unerlasslich fur die Begriffsbildung
« Sie sind notwendig fur flexibles und adaptives Problemlosen

* Insgesamt: Lernen kann signifikant verbessert werden, wenn Lernende angeregt werden,
unterschiedlich dargestellte Informationen zu vernetzen

Einzelne Darstellung: Mehrere Darstellungen:

Funktionsmerkmale identifizieren Funktionsmerkmale vernetzen

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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‘\l((”' e Darstellungsverkniipfung und -wechsel

Vernetzen und Wechseln von Funktionsdarstellungen
(z.B. Adu-Gyamfi et al., 2012, Ruchniewicz, 2022)
« Sinnvolle Darstellungswechsel ...
> keine algorithmische Uberflihrung der Ausgangs- in eine Zieldarstellung
» vielmehr Verstehen und mentale Reprasentation gegebener Darstellung als
Grundlage des Darstellungswechsels
> i.d.R. keine ,Ubersetzung“ der gesamten Darstellung, sondern einiger wesentlicher
Merkmale
« Diese wesentlichen Merkmale mussen in den verschiedenen Darstellungen erkannt und
vernetzt werden.

- Translation-Verification Modell: Beim Darstellungswechsel stéandige Uberpriifung, ob
wesentliche Merkmale in den beteiligten Darstellungen angemessen umgesetzt sind

Einzelne Darstellung: Mehrere Darstellungen:
Funktionsmerkmale identifizieren Funktionsmerkmale vernetzen

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Darstellungsverknupfung und -wechsel

von (]); Situativ-sprachlich Numerisch- Graphisch- \ Formal-symbolisch
nach (—) tabellarisch visuell
. . Situativ- Umformulieren, Beispielwerte [Visualisieren Modellieren
Exemplarische Aktivitaten sprachlich | Realsituationen ver- | bestimmen einer Situation, |(Annihern, Kurven
bei Darstellu ngswechse| n einfachen, reduzieren Skizzieren J hindurchlegen)
(Barze| et al., 2021, S. 75) Numerisch- | Interpretieren der Verfeinern oder Werte in Punkte- | Wachstumsver-
tabellarisch | Tabelle bzgl. des Vergrisbern der diagramm dar- halten erkennen
Kontexts Tabelle, Sortieren | stellen
Graphisch- || Interpretieren des Werte ablesen Strecken und Typische Form
visuell Graphen bzgl. eines Stauchen, erkennen,
Kontexts Andern der Annihern, Kurven
Achsen- hindurchlegen
skalierung
Formal- Formeln inter- Argumente ein- Skizzieren, Algebraisch
symbolisch | pretieren (z. B. setzen und Werte | durch Deuten umformen

durch Deuten der
Funktionsparameter)

bestimmen

der Funktions-
parameter auf
typische Form

schlieBen

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern
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Warum ist es wichtig, funktionales Denken zu entwickeln?

« Koharentes Lernen: Vorerfahrungen aus Alltag und Grundschule werden fortgesetzt,
strukturiert & formalisiert

» Verstandnisvolles Bearbeiten u.a. von Aufgaben der Abschlusspriafungen

Emil hat die ersten drei Muster aus Plattchen gelegt.

o

a) Wie viele Plattchen werden fur das 5. Muster benotigt? o o o

b) Eine der abgedruckten Formeln kann zur Berechnung e o ° ° ®
der Plattchenanzahl bei allen Mustern verwendet ¢ o0 ®eo o o o0

werden. Kreuze diese Formel an! e o ® ® °

o o o

o

J s=n+6 ->ngibt die Stelle des jeweiligen Musters an (1)
s =5n+2 s gibt die Summe der bendtigten Plattchen (2)
) s=3n+4 eines Musters an

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern

Angelehnt an eine Aufgabe der
Realschul-Abschlussprufung
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Warum ist es wichtig, funktionales Denken zu entwickeln?

« Koharentes Lernen: Vorerfahrungen aus Alltag und Grundschule werden fortgesetzt,

strukturiert & formalisiert
» Verstandnisvolles Bearbeiten u.a. von Aufgaben der Abschlusspriafungen

y = x? — 4x + 5 und die Gerade mit der Funktionsgleichung

Susanne hat die Parabel p mit der Funktionsgleichung R
y = %x — 1 fehlerhaft in das Koordinatensystem gezeichnet. p3

a) Beschreibe die Fehler im Schaubild.
b) Zeichne die Graphen richtig in das Koordinatensystem ein. 1

Aktivitat: adish
Inwieweit spielen die Grundvorstellungen e \
(bezogen auf Graph / Gleichung) fur die .

Bearbeitung dieser Aufgabe eine Rolle?
29.09.2023

Funktionales Denken fordern

Angelehnt an eine Aufgabe der
Realschul-Abschlussprifung

N
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Warum ist es wichtig, funktionales Denken zu entwickeln?

« Koharentes Lernen: Vorerfahrungen aus Alltag und Grundschule werden fortgesetzt,
strukturiert & formalisiert

» Verstandnisvolles Bearbeiten u.a. von Aufgaben der Abschlusspriafungen

Susanne hat die Parabel p mit der Funktionsgleichung :
y = x%? — 4x + 5 und die Gerade mit der Funktionsgleichung

p
y = %x — 1 fehlerhaft in das Koordinatensystem gezeichnet. 3
a) Beschreibe die Fehler im Schaubild. 2

b) Zeichne die Graphen richtig in das Koordinatensystem ein. 1

Scheitelpunktform zur Parabelgleichung:
y=(x—-2)"+1

—>Haufige Fehler: x¢ = —2 bzw. S (-2|-1) oder S (2[-1)
—->Einsetzen von x = 2 liefert 0 in der Klammer und somit
den kleinsten Funktionswert 1

Angelehnt an eine Aufgabe der
Realschul-Abschlussprifung

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Warum ist es wichtig, funktionales Denken zu entwickeln?

« Koharentes Lernen: Vorerfahrungen aus Alltag und Grundschule werden fortgesetzt,
strukturiert & formalisiert

» Verstandnisvolles Bearbeiten u.a. von Aufgaben der Abschlusspriafungen

Susanne hat die Parabel p mit der Funktionsgleichung :
y = x%? — 4x + 5 und die Gerade mit der Funktionsgleichung

p
y = %x — 1 fehlerhaft in das Koordinatensystem gezeichnet. 3
a) Beschreibe die Fehler im Schaubild. 2

b) Zeichne die Graphen richtig in das Koordinatensystem ein. 1

Hilfreiche Vorgehensweisen Gerade: 10 ?\2/3 s H5HHe

» Zuordnungsvorstellung: Punktprobe; Wertetabelle S
» Kovariationsvorstellung: Wie verandert sich y, wenn x groBer wird? 4
> Objektvorstellung: positive Steigung entspricht steigendem Graphen;

=3

Zeichnen Uber Steigung und y-Achsenabschnitt

Angelehnt an eine Aufgabe der
Realschul-Abschlussprifung

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Warum ist es wichtig, funktionales Denken zu entwickeln?

« Koharentes Lernen: Vorerfahrungen aus Alltag und Grundschule werden fortgesetzt,
strukturiert & formalisiert

» Verstandnisvolles Bearbeiten u.a. von Aufgaben der Abschlusspriafungen

» Ohne Grundvorstellungen werden Aufgaben hochstens auf prozeduraler Ebene
bearbeitet ohne konzeptuelles Verstandnis - Fehler- und vergessensanfallig
(Sproesser et al., 2018; 2020; Rittle-dohnson et al., 2015)

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Warum ist es wichtig, funktionales Denken zu entwickeln?

« Koharentes Lernen: Vorerfahrungen aus Alltag und Grundschule werden fortgesetzt,
strukturiert & formalisiert

» Verstandnisvolles Bearbeiten u.a. von Aufgaben der Abschlusspriafungen

» Ohne Grundvorstellungen werden Aufgaben hochstens auf prozeduraler Ebene
bearbeitet ohne konzeptuelles Verstandnis - Fehler- und vergessensanfallig
(Sproesser et al., 2018; 2020; Rittle-dohnson et al., 2015)

Das folgende Schaubild zeigt den Benzinverbrauch eines PKWs
wdhrend einer Autobahnfahrt.

Wie viele Kilometer legt der Benzinmenge im Tank (in )
PKW zwischen dem ersten 70-
und zweiten Tanken zurilick? 60—
'\\ -~
50 T . % =
Cl Cl - (] E C - 40 ; '\
(207))
O C - C c e 2edaLle dge 2 _S Ld
@ 0O
' U0 z2
10 -
Sproesser & Frey: i - ,
29.09.2023 Funktionales Denken fordern L 100 200 300 400500 600 Gefahrene
from primary to uppe Strecke (in km]
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Warum ist es wichtig, funktionales Denken zu entwickeln?

« Koharentes Lernen: Vorerfahrungen aus Alltag und Grundschule werden fortgesetzt,
strukturiert & formalisiert

» Verstandnisvolles Bearbeiten u.a. von Aufgaben der Abschlusspriafungen

» Ohne Grundvorstellungen werden Aufgaben hochstens auf prozeduraler Ebene
bearbeitet ohne konzeptuelles Verstandnis - Fehler- und vergessensanfallig
(Sproesser et al., 2018; 2020; Rittle-dohnson et al., 2015)

» Verstandnislose Anwendung von Prozeduren erschwert das Weiterlernen /
Vernetzen, z.B. in Bezug auf Funktionsgleichung, LGS

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Warum ist es wichtig, funktionales Denken zu entwickeln?

« Koharentes Lernen: Vorerfahrungen aus Alltag und Grundschule werden fortgesetzt,
strukturiert & formalisiert

» Verstandnisvolles Bearbeiten u.a. von Aufgaben der Abschlusspriafungen

» Ohne Grundvorstellungen werden Aufgaben hochstens auf prozeduraler Ebene
bearbeitet ohne konzeptuelles Verstandnis - Fehler- und vergessensanfallig
(Sproesser et al., 2018; 2020; Rittle-dohnson et al., 2015)

» Verstandnislose Anwendung von Prozeduren erschwert das Weiterlernen /
Vernetzen, z.B. in Bezug auf Funktionsgleichung, LGS

» Ausbildung des Funktionsbegriffs ist mehr als Anwenden von Prozeduren

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Warum ist es wichtig, funktionales Denken zu entwickeln?

« Koharentes Lernen: Vorerfahrungen aus Alltag und Grundschule werden fortgesetzt,
strukturiert & formalisiert

» Verstandnisvolles Bearbeiten u.a. von Aufgaben der Abschlusspriafungen
» Bestimmte Merkmale von Lehr-Lern-Settings unterstltzen Lernprozesse, z.B. Situiertheit

>

>

29.09.2023

Situiertheit kann Verstandnis unterstutzen und das reine Anwenden von Prozeduren
reduzieren (Zindel, 2019)

Situierte Aufgaben sind fur Lernende oft besser zuganglich, da der vertraute Kontext
informelle und verstandnisorientierte Strategien begunstigt

—->Nathan & Koedinger, 2000: ,symbol-precedence view" nicht zutreffend

Mehr zu solchen ,,Design Prinzipien®
folgt demnachst

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern
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ml((”' LuEigab e Zusammenfassung: 4. Veranstaltung

* Funktionales Denken
» Wichtige Begriffe
» Darstellungswechsel
» Bedeutung

Lernziele:

» Unterschiedliche Darstellungen von Funktionen kennen und wissen, wie
Darstellungswechsel stattfinden/gefordert werden konnen.

» Den Begriff des funktionalen Denkens kennen, insbesondere die Unterscheidung
zwischen Funktion, funktionalem Zusammenhang und funktionalem Denken

» Die Bedeutung des funktionalen Denkens einschatzen konnen.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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29.09.2023

Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit und
bis zum nachsten Mal!

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern o Eiereing unclond winking
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Funktionales Denken von Schulerinnen und
Schiulern fordern — Spezifische Lernumgebungen
erkunden und (weiter-)entwickeln

5. Sitzung:
Designprinzipien: forschendes Lernen, Situiertheit, Embodiment, (digitale) Werkzeuge;

Einfuhrung Module

Ute Sproesser
Kerstin Frey

www.ph-ludwigsburg.de



PH Ludwigsburg Agenda: 5. Veranstaltung

University of Education

* Design Prinzipien
»Forschendes Lernen
» Situiertheit
»Embodiment
» (Digitale) Werkzeuge
* Vorstellung Modul
» Allgemein

Lernziele:

» Die vier Designprinzipien kennenlernen (spater mehr).

» Den Aufbau der Module mit Handreichung und Lernumgebung kennen.

» Lernziele der Lernumgebungen identifizieren und mit den Grundvorstellungen
verknupfen konnen.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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‘\'((PH Lisdyigshung Designprinzipien der Lernumgebungen

Uberblick

FORSCHENDES LERNEN SITUIERTHEIT EMBODIMENT (DIGITALE)
WERKZEUGE

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Designprinzipien der Lernumgebungen

https://primas-project.eu/wp-

content/uploads/sites/323/2017/11/primas fin

al_publication.pdf [15.6.2022]

1. Forschendes Lernen

Valued outcomes

* Inquiring minds: critical & creative

= Preparation for uncertain future & lifelong
learning

= Understanding of nature of science & math

Classroom culture

* Shared sense of ownership and purpose
* Value mistakes, contributions {open-minded)
= Dialogic

Learning Environment

Teachers

= Foster and value students’ reasoning

= From telling to supporting and scaffelding

= Connect to students’ experiences

Students

* Pose questions

= Inquire / 5 E's: Engage, explore,
explain, extend and evaluate

» Collaborate

* Problems: Open, multiple solution strategies, experienced as real and/or scientifically relevant

=+ Access to tools and resources

* From problems to explanations [not from examples to practicing)

Forderung von:

* Neugierde & kritischem Denken
« Konstruktion & Anwendung neuen Wissens

» Kooperation & Kommunikation

29.09.2023

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern

Zentrale Aktivitaten:

->Schulerinnen und Schuler formulieren
Fragen und beantworten diese

nhancing functional thinking
from primary to upper secondary school

(mehr dazu z.B. bei Dorier & Maass,

2020; Artigue & Blomhgj, 2013)
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Designprinzipien der Lernumgebungen

2. Situiertheit

Fundamental fur Funktionsbegriff:

Feststellen, Fordern, Erzeugen &
Wiedergeben von Abhangigkeiten
oder Zusammenhangen zwischen
Variablen der physikalischen,

sozialen und / oder geistigen Welt

(Freudenthal, 1983, S. 494)

29.09.2023

Fir ein Schulprojekt sammelst du Temperaturdaten und wertest diese aus. Deine Ergebnisse stellst du
als Pfeildiagramm und als Temperatur-Zeit-Graphen dar.

Hier siehst du die zwei verschiedenen Darstellungen, welche die Temperatur in Abhangigkeit von der
Uhrzeit angeben.

Temperatur in °C

Temperatur Stuttgart 02.02.2017 — TN

.

™

Uhrzeit

Heute entdeckst du, wie du eindeutige Zuordnungen und Funktionen erkennen kannst. Dafur
untersuchst du den Zusammenhang zwischen Temperatur und Uhrzeit in Pfeildiagramm und
Schaubildern.

(mehr dazu z.B. bei Freudenthal, 1983; Gravemeijer & Terwel, 2000)

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern
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Designprinzipien der Lernumgebungen

3. Embodiment

Zentrale Ideen:

» Alles was eine Person (bewusst)
erlebt und wahrnimmt, wird Teil der
Kognition

« Korperliche Erfahrungen sind
essentiell fur die Kognition

 Mathematische Verstehensprozesse
konnen auf korperliche Erfahrungen /
Bewegungen aufbauen

(mehr dazu z.B. bei Duijzer et al.,
2019; Lakoff & Nunez, 2000)

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Designprinzipien der Lernumgebungen

4. (Digitale) Werkzeuge

Zentrale ldeen:

« Nutzung von Werkzeugen erweitert
Handlungsspielraum & lasst viele
(kognitive) Aufgaben einfacher und
effizienter erledigen

* Vielzahl an digitalen Werkzeugen fur
Mathematikunterricht verfagbar

« Verknupfung mit Embodiment moglich

(mehr dazu z.B. bei Drijvers, 2019;
Hoyles, 2018; Monaghan et al., 2016)

Wie verlduft der Graph bei verschiedenen Bewegungen?

3
2/
1l

“TEntfernung zum Sensor (in m)

Easy @{_‘) MNormal
A

Laufen

Sensor 4

X

X

S
*—e
——————=a

L

Q L ] @ ®

xE

=0

oe

O O O
0 o o o©

xC

xD

e

o o o o

s & 0 @

Bewegungsgraph weg

Sproesser & Frey:
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Handreichu ng [ Handreichung zum Forschermodul ,,Optimaler Tarif” ]
Zielgruppe: Klassenstufe 7 {GYM) & Kla .
unlhink :

Bestandteile der Module: Zeitbedark: 50 Minuten

Technologie: Computer/ Tablets fiir Schi

* Handreichung
> Startselte(n) Modulbeschreibung:

In diesem Modul untersuchen Schiiler®*ine
Modulname

Module: Patterns
Teaching Hours: & x40-minutes

einem E-Scooter Anbieter und entdecken | Gradelevel/Age Range: | &

. . . o N Brief Description: The medule engages students with growing patterns. Students
Zeltbedarf Funktionsgleichung. Zusatzlich kénnen engage in identifying and representing growing patterns, in finding
. verschiedenen Parametern auf den Funkti recursive and functional relations.
Zlel ru e . . Design Principles: Ingquiry
g pp ihr Wissen zu den Parametern um den op Situatedness R
Optional: Zusatzlich lernen die Schiiler®in Digital tools I R

Modulbeschreibung enindinel I ———
*  Meaningful: Build onstudents’ intuitive ea ily

SChwe rpu n kte der life experiences with real-life scenarios

*  Embodiment: Perceptual-motor (action-perception)

DN NI NI NN

experiences with noticing the covariation and

DeSig n pri nZi p i e n correspondence relation bygrme understanding on

concrete actions about how the pattern grows

S Chwe rp u n kte d e r . Ir:?alﬂgynlzased learning: explore recursive and functicnal
* Digital: tablet devices equipped with appropriate apps

G ru n d VO rste I I u n g e n * Didactical phenomenology / situatedness: the covariation

and correspondence relations are recorded, tabularized and

AN

H mathematized
v Lernziele Functional Thinking: Input - Output D
Covariation I
Correspondence ]
Object [ ]

Learning Goals: ¥ |dentify growing and repeating patterns
v Renresent and deseribe erowine natterns nsine wards tahle

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern Ervanin et i 90
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Einfuhrung Module

Bestandteile der Module:
« Handreichung
» Startseite(n)
> Verlaufsskizze mit weiteren
Materialien
» Aufgaben mit Erklarungen
(Musterlosungen)
> Ggf. weitere Materialien
» Didaktische Hinweise

Unterrichtsskizze zum Forschermodul ,,optimaler Tarif“

Didaktisch-Methodischer Kc¢

Phase Lehrer-Schiiler-Interaktion .
Sozialform
Motivierender | ,Heute untersuchen wir verschiedene Tarife und L-S-Gesprach
Einstieg versuchen den optimalen Tarif zu finden.“
Motivation durch Lebensweltbezug. Das
(10 min) L fishrt in das Thema Tarife ein. L erklart was ein Tarif ist | 2Uf €ine den Schiler®innen bekannte Th

und fragt S nach ihnen bekannten Tarifen.

Vorstellung Tarife Scooter Star:
»Hier seht ihr drei verschiedene Tarife eines E-Scooter
Verleihers. Diese schauen wir uns genauer an.”

gewahlte Thema kann der Wissensaufba
Schuler*innen sinnhaften Kontext stattfi
dadurch nachhaltig geférdert (Situierthe

Aktivierung von Vorwissen

Forscherkenntnis ,optimaler Tarif

Eine Veranderung des Startwerts c und der Steigung m hat Einfluss auf den Graphen der linearen Funktion.

Startwert ¢/ y-Achsenabschnitt:
A

Activity 1.
The student assignment (identical with the one in the student handout).

Students are engaged in identifying patterns that could be created with their classmates. The teacher
is anticipated to select ideas of students’ patterns and engage students in constructing them in class.
The activity intends to be concluded by identifying repeating and growing patterns.

Useful questions: How is the pattern constructed? Why is it a pattern? (repeats or grows?) What does
it change and what does it stay the same each time?

Suggested tools/materials: Students
Estimated duration: 15 minutes

Activity 2.
The student assignment (identical with the one in the student handout).

It is anticipated for students to explore the structure of a growing pattern, that of Human Pyramid,
and then to attempt to construct a bigger one (not necessarilv the “next” one). Students could be

e |st der Startwert , schneidet der Graph die y-Achse Y Bxjae
oberhalb der x-Achse, z. B. f(x)=0,5x+1.
_—f(x)=0,5x
e |Istder Startwert , schneidet der Graph die y-Achse g
unterhalb der x-Achse, z.B. f(x)=0,5x+(-1). P f(x)=0,5x+(-1)
e st der Startwert , verlauft der Graph durch x
den Ursprung (0/0), z. B. f(x)=0,5x.
Diese Funktion nennt man proportionale Funktion.
Stei :
e y T fix)=0.5x+1
29.0972023 Funktionales Denken fordern

Enhancing functional thinking ; 1
he

from primary to upper secondary school
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Lernumgebung

Bestandteile der Module:
* Handreichung
* Lernumgebung

Scanne den QR-Code und 6ffne ,,Optimaler Tarif“. Bearbeite die Forscherauftrage und [®]3
notiere deine Ergebnisse. 7

S
Forscherauftrag 1: Was kann man in einem Tarif verdndern? Z

a) Stelle mit den Schiebereglern nun folgende Tarife ein.

Tarif @ Grundgebiihr: 4,00 € und Gebiihr pro Minute: 0,50 €

Tarif @ Grundgebiihr: 1,50 € und Gebiihr pro Minute: 0,50 €

Wie erkennt man die Verdanderung der Grundgebiihr im Funktionsgraphen?
Beschreibe kurz.

b) Wie erkennt man die Veranderung der Gebiihr pro Minute im Funktionsgraphen?
Beschreibe kurz.

Stelle mit den Schiebereglern nun folgende Tarife ein und tiberpriife deine Annahme.
Tarif @ Grundgebiihr: 2,00 € und Gebiihr pro Minute: 1,50 €

Tarif @ Grundgebiihr: 2,00 € und Gebiihr pro Minute: 0,50 €

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern

Activity 5:

(a) Reconstruct the following figures on grid paper.

Figure 1 Figure 2 Figure 3

(b) Find the number of gray squares needed for Figure 4 and 5, without constructing them.

Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school
|
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Einfuhrung Module

Folien

Bestandteile der Module:

* Handreichung
 Lernumgebung

29.09.2023

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern
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ml((ﬁﬂ-tii‘f&f?é&ﬁm Beispiel Modul

Aktivitat (40 Minuten Partnerarbeit):

Kennenlernen eines Moduls.

 Machen Sie sich mit der Handreichung vertraut.

« Bearbeiten Sie die Aufgaben in der Lernumgebung (Forscherheft).

« Beantworten Sie die folgenden Fragen:

Welches Vorwissen erwarten Sie fur die Bearbeitung des Moduls?
Welche Lernziele werden mit diesem Modul / den verschiedenen

29.09.2023

Aufgaben verfolgt?

Welche Grundvorstellungen werden in diesem Modul adressiert?
Welche Darstellungsformen und -wechsel werden in dieser
Lernumgebung fokussiert?

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern
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PH Ludwigsburg Zusammenfassung: 5. Veranstaltung

University of Education

* Design Prinzipien
»Forschendes Lernen
» Situiertheit
»Embodiment
» (Digitale) Werkzeuge
* Vorstellung Modul
» Allgemein

Lernziele:

» Die vier Designprinzipien kennenlernen (spater mehr).

» Den Aufbau der Module mit Handreichung und Lernumgebung kennen.

» Lernziele der Lernumgebungen identifizieren und mit den Grundvorstellungen
verknupfen konnen.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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29.09.2023

Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit und
bis zum nachsten Mal!

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern o Eiereing unclond winking
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Funktionales Denken von Schulerinnen und
Schiulern fordern — Spezifische Lernumgebungen
erkunden und (weiter-)entwickeln

6. Sitzung:

(Digitale) Werkzeuge, Lernumgebung Gehgraphen

Ute Sproesser
Kerstin Frey

www.ph-ludwigsburg.de



\|(PH Lugwigshun Agenda: 6. Veranstaltung

University of Education

« Auseinandersetzung mit Modul Gehgraphen
» Einfuhrung mit praktischer Erprobung

»Analyse von Unterrichtssituationen und Reflexion mit Fokus auf (digitalen)
Werkzeugen

 (Digitale) Werkzeuge
» Als Designprinzip

» Experimente mit gegenstandlichen und digitalen Werkzeugen zur Forderung des
funktionalen Denkens

Lernziele:

» Das Designprinzip (digitale) Werkzeuge im Kontext des Moduls Gehgraphen vertieft
kennenlernen.

» Schuler- und Lehrerhandeln in Bezug auf (digitale) Werkzeuge und die Entwicklung des
funktionalen Denkens analysieren.

» Einblicke in den aktuellen Forschungsstand zu Experimenten mit realen und digitalen
Werkzeugen zur Forderung des funktionalen Denkens erhalten.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Modul Gehgraphen

29.09.2023

Teaser Video Gehgraphen anschauen
- Webseite

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern
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‘ I((Universiiygcf’r Eégcoﬂon MOdUI Gehgraphen

Aktivitat (40 Minuten Gruppenarbeit):
Erkunden Sie mit Hilfe der Materialien die Lernumgebung Gehgraphen.

Behalten Sie die folgenden Fragen im Hinterkopf:
Was sind die Lernziele der Lernumgebung und der einzelnen Aufgaben?
Welche Grundvorstellungen des funktionalen Denkens werden adressiert?
Welches Vorwissen wird benotigt?
Mit welchen Lernschwierigkeiten rechnen Sie?
Wie unterstltzen die eingesetzten Werkzeuge den Lernprozess?

Gruppe A: Gruppe B:

Bearbeiten Sie die Aktivitaten in folgender Bearbeiten Sie die Aktivitaten in folgender
Reihenfolge (Bearbeitungszeit je etwa 10min): Reihenfolge (Bearbeitungszeit je etwa 10min):
« Gehgraphen gegenstandlich (Sensor) » Gehgraphen gegenstandlich (webbasiert)

« Gehgraphen gegenstandlich (webbasiert) « Gehgraphen gegenstandlich (Sensor)

» Gehgraphen digital mit GeoGebra « Gehgraphen digital mit GeoGebra

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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‘ I((Universiiygcf’r Eégcoﬂon MOdUI Gehgraphen

Aktivitat (40 Minuten Gruppenarbeit): >Diskussion / Reflexion

Erkunden Sie mit Hilfe der Materialien die Lernumgebung Gehgraphen.
Behalten Sie die folgenden Fragen im Hinterkopf:
Was sind die Lernziele der Lernumgebung und der einzelnen Aufgaben?
Welche Grundvorstellungen des funktionalen Denkens werden adressiert?
Welches Vorwissen wird benotigt?
Mit welchen Lernschwierigkeiten rechnen Sie?
Wie unterstltzen die eingesetzten Werkzeuge den Lernprozess?

Gruppe A: Gruppe B:

Bearbeiten Sie die Aktivitaten in folgender Bearbeiten Sie die Aktivitaten in folgender
Reihenfolge (Bearbeitungszeit je etwa 10min): Reihenfolge (Bearbeitungszeit je etwa 10min):
« Gehgraphen gegenstandlich (Sensor) » Gehgraphen gegenstandlich (webbasiert)

« Gehgraphen gegenstandlich (webbasiert) « Gehgraphen gegenstandlich (Sensor)

» Gehgraphen digital mit GeoGebra « Gehgraphen digital mit GeoGebra

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern




University of Education

‘\l((”' Sl Gl Modul Gehgraphen

Aktivitat (10 Minuten Kleingruppenarbeit):

Schauen Sie sich das Video an. Behalten Sie die folgenden Fragen im Hinterkopf und
diskutieren Sie diese in Kleingruppen:

Wie wurden sie die Schulerantworten einordnen?

Nehmen Sie Fehlvorstellungen bei den Schulern wahr?

Welche Hilfestellungen/ Erklarungen konnten hilfreich sein, um das funktionale Denken der
Schuler zu fordern?

Was haben Sie sonst wahrgenommen?

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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University of Education MOdUI Gehgraphen

Implementation Video Grahgraphen Ziczac anschauen

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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‘\l((”' Sl Gl Modul Gehgraphen

Aktivitat (10 Minuten Kleingruppenarbeit): > Diskussion

Schauen Sie sich das Video an. Behalten Sie die folgenden Fragen im Hinterkopf und
diskutieren Sie diese in Kleingruppen:

Wie wurden sie die Schulerantworten einordnen?

Nehmen Sie Fehlvorstellungen bei den Schulern wahr?

Welche Hilfestellungen/ Erklarungen konnten hilfreich sein, um das funktionale Denken der
Schuler zu fordern?

Was haben Sie sonst wahrgenommen?

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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‘\l((”' Sl Gl Modul Gehgraphen

Aktivitat (10 Minuten Kleingruppenarbeit):

Schauen Sie sich das Video an. Behalten Sie die folgenden Fragen im Hinterkopf und
diskutieren Sie diese in Kleingruppen:

Wie wurden sie die Schulerantworten fur Schuler 1 und Schuler 2 einordnen?

Nehmen Sie Fehlvorstellungen bei den Schulern wahr?

Welche Hilfestellungen/ Erklarungen konnten hilfreich sein, um das funktionale Denken der
Schuler zu fordern?

Was haben Sie sonst wahrgenommen?

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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University of Education MOdUI Gehgraphen

Implementation Video Grahgraphen Gruppenarbeit anschauen

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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‘\l((”' Sl Gl Modul Gehgraphen

Aktivitat (10 Minuten Kleingruppenarbeit): ->Diskussion

Schauen Sie sich das Video an. Behalten Sie die folgenden Fragen im Hinterkopf und
diskutieren Sie diese in Kleingruppen:

Wie wurden sie die Schulerantworten fur Schuler 1 und Schuler 2 einordnen?

Nehmen Sie Fehlvorstellungen bei den Schulern wahr?

Welche Hilfestellungen/ Erklarungen konnten hilfreich sein, um das funktionale Denken der
Schuler zu fordern?

Was haben Sie sonst wahrgenommen?

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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©O G 0 6

FORSCHENDES LERNEN SITUIERTHEIT EMBODIMENT (DIGITALE)
WERKZEUGE

‘\'({PH Lisdyigshung Designprinzipien der Lernumgebungen

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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University of Education

(DIGITALE) WERKZEUGE

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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‘\l(”’ Sl Gl (Digitale) Werkzeuge

Allgemeine Beschreibung

« Menschen nutzen schon immer Werkzeuge - diese schaffen neue Maoglichkeiten und
vereinfachen Tatigkeiten

« Standige Weiterentwicklung von Werkzeugen - auch fur kognitive Tatigkeiten, einschliel3lich
der Mathematik (Monaghan et al., 2016)

3 GeoGebra Classic — a
DR CEFANEE S g
® f=2x+t1 =

o Il

+ | Eingabe

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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‘ I((Universitygcff EégcoTion (Dlgltale) Werkzeuge

Der Einsatz von (digitalen) Werkzeugen im Mathematikunterricht geht mit
Erleichterungen und Einschrankungen einher:

 (Digitale) Werkzeuge verandern Mathematikaufgaben (Hoyles, 2018)

« Zusammenspiel zwischen den (digitalen) Werkzeugen und dem Mathematiklernen
(Drijvers, 2019)

 Viel Literatur verfugbar, jedoch ist vieles noch unbekannt (Drijvers, 2019)

Standige Frage:

Wie konnen digitale Werkzeuge eingesetzt werden, um
das Mathematiklernen zu fordern?

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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‘\l((Eﬂ-ti‘i‘f;g;fbééﬁmfm (Digitale) Werkzeuge

Dimensionen

« Eingeschrankte und/oder spezifische Funktionen vs.
universell einsetzbare Werkzeuge -
« Mathematische Inhaltsbereiche
* Didaktische Funktionen Teile der Arbeit
» Aufgabenart werden ausgelagert % Do mathematics

» Lehr- und Lernprozess

Variation &
Randomisierung

von Aufgaben
(mit Feedback)

Didactical functionality
of digital technology in
mathematics education

Practice skills

Learn mathematics

‘ Wichtig fur den Einsatzu von (digitalen)

Werkzeu gen Develop concepts

Phanomene

Drijvers, 2019, Vision Document FunThink Project entdecken &

Konzepte
entwickeln 112

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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University of Education (Dlgitale) Werkzeuge

Aktivitat (10 Minuten Partnerarbeit):

Wie lassen sich die Dimensionen (allgemeine Funktionalitat, Mathematischer Inhaltsbereich,
didaktische Funktion) auf die Lernumgebung Gehgraphen Gbertragen?

Verschiedene spezifische
Funktionen in unterschiedlichen
Inhaltsbereichen, Lernen und
Anwenden von Mathematik

‘‘‘‘‘‘‘

SSSSS

Sensor und Programm:

GeoGebra:

» Hier: spezifische Funktion in einem
mathematischen Inhaltsbereich,
Entwicklung von Konzepten

Sensor und Programm: eingeschrankte

und spezifische Funktionen, Entwicklung
von Konzepten

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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T — Experimente mit (digitalen) Werkzeugen
University of Education zur Forderung des Funktionalen Denkens

Einsatz von gegenstandlichen und digitalen Materialien zur Forderung des
Funktionalen Denkens in Experimenten:

Einige Argumente fur Experimente mit gegenstandlichen Materialien
* Funktionales Denken wird erlebbar (Ludwig & Oldenburg, 2007)
« Verknupfung Realitat & Mathematik (Vom Hofe, 2003)
« Entwicklung eigenstandiger Konzepte (Barzel & Ganter, 2010)
« Forderung Zuordnungsvorstellung, Ruckbezug zur Realitat; Sicht auf
Zusammenhang ist eher statisch (Lichti, 2019)

Einige Argumente fur Experimente mit digitalen Materialien
« Systematische Variation einfach umsetzbar (Roth, 2008)
« Multi-Reprasentations-System direkt verfugbar (Balacheff & Kaput, 1997)
« Lernzuwachse sign. hoher als mit gegenstandl. Materialien (Lichti, 2019)
« Forderung Kovariationsvorstellung, Bezug zum Graphen; Sicht auf Zusammenhang
ist eher dynamisch (Lichti, 2019)

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern

114




‘\ ({ T— Experimente mit (digitalen) Werkzeugen
\ I =TSRl o zur Forderung des Funktionalen Denkens

Argumente fur Experimente mit gegenstandlichen & digitalen Materialien

FELUE L Zuqrdnung Fokus auf Kovariation
Wertepaare fokussieren

Zuordnung (Hoffkamp, 2012) SchW|er|g_fur el
: unterentwickelt (Malle, 2000)
Wertetabelle betont punktweises : : :
: Lokale Sicht nicht ausreichend
LeEtE (RN, (et (Leinhardt et al., 1990)
Statische Sichtweise kann .

Kovariation behindern (Johnson, Qual|t_at|ve ATl
2015) Funktionen (Stellmacher, 1986)

‘ Beste Effekte: Kombination beider Ansatzen
(Digel et al., in press)

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern

29.09.2023
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\ I =TSRl o zur Forderung des Funktionalen Denkens

Argumente fur Experimente mit gegenstandlichen & digitalen Materialien

Zentrale Ergebnisse der Studie von Digel et al. (in Druck)
« Simulationen sollen Experimente mit gegenstandlichen Materialien erganzen
» Forderung Zuordnung durch gegenstandliches Experiment

» Forderung Kovariation insbesondere durch qualitative Simulation

» Diskurs Uber Kovariation wesentlich fur Lernzuwachs

» Kovariation auch fur Lernende auf niedrigen Kompetenzniveaus zuganglich
« Digitale Umngebungen sollen in Paper-Pencil-Umgebung eingebettet sein

» Protokollieren unterstutzt Reflexion

> Bessere Verfugbarkeit des Paper-Pencil-Protokolls

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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‘\I((Eﬂt;?;:;gsﬁsgﬁw-m Modul Gehgraphen

Aktivitat (10 Minuten Kleingruppenarbeit): =>Diskussion

Reflektieren sie die eingesetzten digitalen Werkzeuge in diesem Modul. Tauschen Sie
sich in Kleingruppen aus und notieren Sie Ihre wichtigsten Gedanken.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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\|(PH Lvigshir Zusammenfassung: 5./6. Veranstaltung

University of Education

« Besprechung Schilerlosungen Optimaler Tarif

* Auseinandersetzung mit Modul Gehgraphen
» EinfUhrung mit praktischer Erprobung
» Analyse von Unterrichtssituationen und Reflexion mit Fokus auf (digitalen) Werkzeugen

- (Digitale) Werkzeuge
» Als Designprinzip

» Experimente mit gegenstandlichen und digitalen Werkzeugen zur Forderung des
funktionalen Denkens

Lernziele:

» Das Designprinzip (digitale) Werkzeuge im Kontext des Moduls Graphengehen vertieft
kennenlernen.

» Einblicke in den aktuellen Forschungsstand zu Experimenten mit realen und digitalen
Werkzeugen zur Forderung des funktionalen Denkens erhalten.

» Schuler- und Lehrerhandeln in Bezug auf (digitale) Werkzeuge und die Entwicklung des
funktionalen Denkens analysieren.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit und
bis zum nachsten Mal!

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern o ctenaitinking
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Funktionales Denken von Schulerinnen und
Schiulern fordern — Spezifische Lernumgebungen
erkunden und (weiter-)entwickeln

7. Sitzung:

Situiertheit, Lernumgebung Zahlengerade

Ute Sproesser
Kerstin Frey

www.ph-ludwigsburg.de



bl Agenda: 7. Veranstaltung

University of Education

« Auseinandersetzung mit Modul Zahlengerade und Entfernung-Zeit (turtle)
» EinfUhrung mit praktischer Erprobung

 Situiertheit
» Als Designprinzip

Lernziele:

» Das Designprinzip Situiertheit im Kontext der Module Zahlengerade und Entfernung-Zeit
(turtle) vertieft kennenlernen.

» Exemplarische Einblicke in die Forderung des funktionalen Denkens durch die
vorgestellten Lernumgebungen erhalten.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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‘ I((UrniversiwgcjE Eégcoﬁon SItU|erthe|t

Hintergrund:

Ursprung: Hans Freudenthal (1905-1990) schlagt den Begriff der didaktischen
Phanomenologie vor.

Mathematik als menschliche Tatigkeit:

,Was die Menschen lernen mussen, ist Mathematik nicht als ein geschlossenes System,
sondern als eine Tatigkeit, der Prozess der Mathematisierung der Realitat und wenn
moglich sogar der Mathematisierung der Mathematik.”

(Freudenthal, 1968, S. 7, eigene Ubersetzung)
Folge:

Annahme: Wissen ist situiert.
-> Es manifestiert sich in alltaglichen Aktivitaten.
- Es ist ein Ergebnis unseres Handeln.

- Es entsteht im Kontext und in der Kultur, in der es entwickelt und verwendet wird.
(Brown, Collins, & Duguid, 1989, S. 32)

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern S —— 122




University of Education

‘\I BH) it o Situiertheit

' : .. Mathematisierung
Horizontal and vertical mathematising

Horizontale Mathematisierung

ke EEEEEE > "Ubersetzung" eines realen Kontextes in
O N N ein mathematisches Modell
VERTICAL| €V
moving within R | . = .
: re:rgunising) ' : :7: :7: : Vertlkale Mathemat|S|erung
-, > "Ubersetzung" eines mathematischen
S Modells in die mathematische Sprache -
enguege ' £ abstrakte Betrachtung des Modells

> Anderung der Darstellung,
Losungsmethoden, Reorganisation von
> Informationen, ...

HORIZONTAL (moving across)

using tools extracting important information informal strategies

Bild: Majewska, D. (2019) wrwinswimamesannzenes (Van den Heuvel-Panhuizen, M., & Drijvers, P., 2020)

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Situiertheit

Schiileraufgabe:

Angebot Taxi 1:
Jede Fahrt
kostet 5€ und
0,30€ pro km.

Angebot Taxi 2:
Jede Fahrt nur 3 €
und 0,50€ pro km.

Vergleiche die beiden Angebote. Nach welcher
Entfernung (km) sind beide Angebote gleich teuer?

Aktivitat (5 Minuten Kleingruppenarbeit):

Schiilerlosung:
Toxa 4. 5 € je Tobst ye 03x+S
0,30 € d‘c_ lr

36 je Tkt (47 0SS
oS0 € \J& bm

Taxa

\‘= 0(3"'*5 @
t‘-.'olb_x*3 @

@@ 0= ~0x +3
X = |0

|dentifizieren Sie in Kleingruppen horizontale und vertikale Mathematisierungsprozesse
in der gegebenen Aufgabe.

29.09.2023

Sproesser & Frey:

Funktionales Denken fordern
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\I(PH.WQWQ | Situiertheit

University of Education

Horizontal and vertical mathematisin .
9 Toa 4. T E je Tobet y= 03x+S

EEEEEE | : Sx + 3
O W ey 3 € ye TFhvt y= 0
VERTICAL] ¢DumnEn Io0 ]
(moving within) EE BB B = 0‘w€ Ue' h’n
reorganising '
integrating E E E E E E
formulating T mm g
translatin E E E E E E
information inrg \'= 0‘3 * * S ®
mathematical
I language E \l: 0'$ x . 3 ©

@-@® 0= -01x +2
X = |0

HORIZONTAL (moving across)

using tools extracting important information informal strategies

Aktivitat (5 Minuten Kleingruppenarbeit):
AdspoedfariThosloe (1275l Fivocbnkel 15911 B 0051 |dentifizieren Sie in Kleingruppen horizontale und vertikale

Majewska, D. (2019
J ( ) Sproesser & Mathemat|3|erungsprozesse in der gegebenen Aufgabe.
29.09.2023 Funktionales Denk®& A




‘\I(ﬁﬂt;?;fr;gsﬁggsm Situiertheit

Schiileraufgabe:

Horizontal and vertical mathematising Naf;h welcher Entfernung (km) sind beide Angebote
gleich teuer?

nasttf8Ed Schiilerlésung:

(vaO\En.:IwcitﬁnI; : EEEEEE T&M A - J—-é JL la“l' \‘: 0,3): + S
0,30 € JL e

reorganising -
EEEEEE
integrating E B B BEE =

===t = &t = : Sx + 3
: & E R E B S : Tohs =80
translafing EEEEE B ’r&)ﬂ 1 a'e \’& \1

information into SR

mathematical

language

formulating

0SO € \',e, ki

1

\{= 0[3"-*5 @
H._-O;YX*:B @

< P @-@- O=-oax -1

HORIZONTAL (moving across) X = 10

using tools extracting important information informal strategies

Adapted from Tressler (1978), Freudenthal (1991) & Barnes (2005) AktiVitét (5 MinUten Kleingruppenarbeit): eBespreChung
Majewska, D. (2019) |dentifizieren Sie in Kleingruppen horizontale und vertikale

Sproesser & H T :
29.09.2023 aomsnsesel |\1athematisierungsprozesse in der gegebenen Aufgabe.




‘\I(ﬁﬂt;?;fr;gsﬁggsm Situiertheit

Schiileraufgabe:

Horizontal and vertical mathematising Naf;h welcher Entfernung (km) sind beide Angebote
gleich teuer?

nasttf8Ed Schiilerlésung:

(vaO\En.:IwcitﬁnI; : EEEEEE T&k\ A - 5-é \jc, l;-'ﬁ‘l‘ \‘: 0,3): + S

reorganising -
EEEEEE
integrating E E E E E E

AR EEEE ‘o Tt - 0,5%x 73
translafing E E E E E E ’r&’(; 2— N a'e \,& \1

information into SR

mathematical

language

formulating

0tw€ \le’ bm

1

\{= 0[3"-*5 @
H._-O;YX*:B @

< P @-@- O=-oax -1

HORIZONTAL (moving across) X = 10

using tools extracting important information informal strategies

Adapted from Tressler (1978), Freudenthal (1991) & Barnes (2005) AktiVitét (5 MinUten Kleingruppenarbeit): eBespreChung
Majewska, D. (2019) |dentifizieren Sie in Kleingruppen horizontale und vertikale

Sproesser & H T :
29.09.2023 aomsnsesel |\1athematisierungsprozesse in der gegebenen Aufgabe.
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‘ I((Un‘versiiygo’r Edgcoﬂon SItUIerthelt

Aktivitat (40 Minuten Gruppenarbeit):
Erkunden Sie mit Hilfe der Materialien die Lernumgebung Zahlengerade und Entfernung-Zeit (turtle).
Machen Sie sich dabei Gedanken zu folgenden Fragen:

Was sind die Lernziele der Lernumgebung und welche Grundvorstellungen des funktionalen
Denkens werden adressiert?

Welches Vorwissen wird benotigt?

Mit welchen Lernschwierigkeiten rechnen Sie?

Finden Mathematisierungsprozesse statt und wenn ja, welche?
Inwieweit sind die bearbeiteten Aktivitaten situiert?

Gruppe A: Gruppe B:

Bearbeiten Sie die Aktivitaten in folgender Bearbeiten Sie die Aktivitaten in folgender
Reihenfolge (Bearbeitungszeit je etwa 20 min): Reihenfolge (Bearbeitungszeit je etwa 20 min):
« Zahlengerade » Entfernung-Zeit (turtle)

« Entfernung-Zeit (turtle) « Zahlengerade

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Aktivitat (40 Minuten Gruppenarbeit): —>Besprechung
Erkunden Sie mit Hilfe der Materialien die Lernumgebung Zahlengerade und Entfernung-Zeit (turtle).
Machen Sie sich dabei Gedanken zu folgenden Fragen:

Was sind die Lernziele der Lernumgebung und welche Grundvorstellungen des funktionalen
Denkens werden adressiert?

Welches Vorwissen wird benotigt?

Mit welchen Lernschwierigkeiten rechnen Sie?

Finden Mathematisierungsprozesse statt und wenn ja, welche?
Inwieweit sind die bearbeiteten Aktivitaten situiert?

Gruppe A: Gruppe B:

Bearbeiten Sie die Aktivitaten in folgender Bearbeiten Sie die Aktivitaten in folgender
Reihenfolge (Bearbeitungszeit je etwa 20 min): Reihenfolge (Bearbeitungszeit je etwa 20 min):
« Zahlengerade » Entfernung-Zeit (turtle)

« Entfernung-Zeit (turtle) « Zahlengerade

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern




Aktivitat:
Erkunden Sie weiteren Lernumgebungen: Double Number Line und Function Machine.
Machen Sie sich dabei Gedanken zu folgenden Fragen:

Was sind die Lernziele der Lernumgebung und welche Grundvorstellungen des
funktionalen Denkens werden adressiert?

Welches Vorwissen wird bendtigt?

Mit welchen Lernschwierigkeiten rechnen Sie?

Finden Mathematisierungsprozesse statt und wenn ja, welche?
Inwieweit sind die bearbeiteten Aktivitaten situiert?

Entwickeln Sie weitere Aktivitaten zu einer der oben genannten Lernumgebungen.

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern

29.09.2023
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« Auseinandersetzung mit Modul Zahlengerade und Entfernung-Zeit (turtle)
» EinfUhrung mit praktischer Erprobung

 Situiertheit
» Als Designprinzip

Lernziele:

» Das Designprinzip Situiertheit im Kontext der Module Zahlengerade und Entfernung-Zeit
(turtle) vertieft kennenlernen.

» Exemplarische Einblicke in die Forderung des funktionalen Denkens durch die
vorgestellten Lernumgebungen erhalten.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit und
bis zum nachsten Mal!

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern o ctenaitinking
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Funktionales Denken von Schulerinnen und
Schiulern fordern — Spezifische Lernumgebungen
erkunden und (weiter-)entwickeln

8. Sitzung:

Embodiment, Lernumgebung Nomogramme

Ute Sproesser
Kerstin Frey

www.ph-ludwigsburg.de
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- Besprechung Aktivitat Double Number Line und Function Machine

 Embodiment
» Als Designprinzip
» Auseinandersetzung mit Modul Nomogramme

Lernziele:

» Das Designprinzip Embodiment im Kontext des Moduls Nomogramme vertieft
kennenlernen.

» Einblick in Nomogramme als Darstellungsform erhalten.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Aktivitat: >Besprechung
Erkunden Sie weiteren Lernumgebungen: Double Number Line und Function Machine.
Machen Sie sich dabei Gedanken zu folgenden Fragen:

Was sind die Lernziele der Lernumgebung und welche Grundvorstellungen des
funktionalen Denkens werden adressiert?

Welches Vorwissen wird bendtigt?

Mit welchen Lernschwierigkeiten rechnen Sie?

Finden Mathematisierungsprozesse statt und wenn ja, welche?
Inwieweit sind die bearbeiteten Aktivitaten situiert?

Entwickeln Sie weitere Aktivitaten zu einer der oben genannten Lernumgebungen.

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern
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https://embodieddesign.sites.uu.nl/activity/ I

Allgemeine Einstiegsbeispiele

Aktivitat (10 Minuten Einzelarbeit):

Offnen Sie die Webseite und bearbeiten Sie die Aufgaben.
. Bewegen Sie die Punkte (oder den Punkt) bis die Feedbackfunktion grin leuchtet.
. Finden Sie weitere Punkte-Paare, bei denen die Feedbackfunktion grun leuchtet.

. Versuchen Sie die Feedbackfunktion grun zu halten. Bewegen Sie die Punkte dazu entsprechend.
Bei manchen Beispielen kann dies etwas schwierig sein, es ist jedoch immer moglich!

. Wenn Sie mit den Bewegungen vertraut sind: Was muss fur die Zuordnung gelten, damit die

Feedbackfunktion grin leuchtet?
Machen Sie sich bewusst:

Welche Erfahrungen machen Sie wahrend der
Bearbeitung der Aufgaben?

Didaktische Perspektive: Wie initiiert die Aufgabe
das mathematische Lernen?

Was sind die gemeinsamen Merkmale dieser Art
von Design?

Sproesser & Frey: Tunihink/
29.09.2023 Funktionales Denken fordern o anctral kg

. Bearbeiten Sie die nachste Aufgabe.



https://embodieddesign.sites.uu.nl/activity/

\ PH Ludwigsbur u
‘ I((Ur:‘versiiygof Edgcoﬂon EmbOdlment

Allgemeine Beschreibung
(Abrahamson, 2009; Barsalou, 1999; 2008; Shapiro & Stolz, 2019)

« Die Theorie der Embodied Cognition besagt, dass Kognition nicht von den
Wahrnehmungs- und Bewegungssystemen des Korpers getrennt werden kann.

g v o son o s

» Allgemeines Beispiel: Fahrradfahren Lernen
» Schleifen zwischen Wahrnehmung und Bewegung
» Reflexion nicht zentral, dennoch ist Kognition (unterbewusst) beteiligt

« Forschungsergebnisse: Wahrnehmungs- und Bewegungssysteme auch bei
abstrakten Sachverhalten beteiligt

« Mathematikdidaktische Perspektive: Wie kann Wahrnehmung und Bewegung die
Kognition im MU unterstitzen?

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Schritte bei der Nutzung von Embodiment in der mathematischen Bildung
(Alberto et al., 2022)

Ausgangspunkt:
Motorisches Problem
Ziel:

Reflexion: Mathematisierung:
Eine Regel finden, die Abstrahieren und

der neuen Bewegung Mathematisieren der
/ Koordination gefundenen Regel /
zugrunde liegt. Bewegung

Neue Bewegung /
Koordination / ... zu
erlernen

8
F J
6
5
4
3
2
1
0

£ Multiplication with
E. a fixed factor with

respect to a point P .—

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Lernumgebung Nomogramme Teil 1: Erkundung

Aktivitat (10 Minuten Einzelarbeit):

Erkunden Sie den ersten Teil der Lernumgebung
Nomogramme.

e=108&hash=%23s%3A706362#s:706362

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Functionh r+1

Lernumgebung Nomogramme

Number of arrows

e Betonung Input-Output- Vorstellung
e Vorteilhaft fur Visualisierung
verschiedener Konzepte / Erkenntnisse
» Bedeutung der Umkehrfunktion
» Verkettung von Funktionen.

Pfeile von Eingabewert
zum Ausgabewert

» Visualisierung von allgemeinen
Funktionseigenschaften wie

0 Linearitat, konstante Funktion, ...

Definitions- und Wertebereich:

. Intervall in dem die Pfeile starten

bzw. ankommen

Nomogramme in
Geogebra

M\

-
https://www.geogebra.org/m/gh7zcw93

Sproesser & Frey:
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SlepisiielplEpresinncl= sy Lernumgebung Nomogramme

I
195 *

1801 far eine sinnvolle Entwicklung des

| Verstandnisses fir Nomogramme. . -
& Didaktische Reduktion: Bezug auf g :
o eine endliche Anzahl von Pfeilen. . )
135}

I 3. 1 3
120 *

[ 2, 2
105 ¢ 1.4 {1
90 ™\ . 0, .0
L Bulb = o -
60 i 2.4 . -2
45 =4 . 3
30 :‘ - =
15 ‘:' 5. }:<5

l G, . -6

U

Sproesser & Frey: i
29.09.2023 Funktionales Denken fordern e e e e 1 41
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Lernumgebung Nomogramme Teil 2: Aufgabendesign

Aktivitat (20 Minuten Partnerarbeit):

Erkunden Sie in Zweiergruppen die folgenden Aufgaben zu
Nomogrammen:

Nomogramme
Nomogramme und Graphen
Links:

https://app.dwo.nl/embod/?responsive=true&locale=en&profile=108&hash=%23s%3A70
6405#s:706405

https://app.dwo.nl/embod/?responsive=true&locale=en&profile=108&hash=%23s%3A70
6770#s:706770

Uberlegen Sie:

« Welche Erfahrungen machen Sie wahrend der Bearbeitung der Aufgaben?
« Didaktische Perspektive: Wie initiiert die Aufgabe das mathematische Lernen?
« Was sind die gemeinsamen Merkmale dieser Art von Design?

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Lernumgebung Nomogramme Teil 2: Aufgabendesign

Aktivitat (20 Minuten Partnerarbeit):

Erkunden Sie in Zweiergruppen die folgenden Aufgaben zu
Nomogrammen:

Nomogramme
Nomogramme und Graphen
Links:

https://app.dwo.nl/embod/?responsive=true&locale=en&profile=108&hash=%23s%3A70
6405#s:706405

https://app.dwo.nl/embod/?responsive=true&locale=en&profile=108&hash=%23s%3A70
6770#s:706770

Uberlegen Sie: ©>Besprechung

« Welche Erfahrungen machen Sie wahrend der Bearbeitung der Aufgaben?
« Didaktische Perspektive: Wie initiiert die Aufgabe das mathematische Lernen?
« Was sind die gemeinsamen Merkmale dieser Art von Design?

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Beschreibung Aufgabendesign

6] 6

5 Zuerst (Aufgaben 1 — 4) qualitativ:

1 ; » Fokus auf der Bewegung

"IN ’ > “Wie werden die Punkte bewegt?”
] [ Dann quantitativ:

. ; » Fokus auf Mathematisierung

> “Wie lautet die Regel?”

& & N & & kb o =
- — - - - - . - -

Sproesser & Frey:
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Beschreibung Aufgabendesign

Find the green armows of the nomogram. We use x to represent the input numbers on the left number line, and y to represent the output numbers on the right number line_ To

check %om answer, type your eguation in the following box and press [enter].

Fil
Input14, . 14 Output

X 3] l 13 y

12} + 12

1, JER T Abschluss:

10} Lo » Fokus auf Formalisierung
o | | o > “Wie lautet die

8 | L s Funktionsgleichung?”

T4 « T

6 | I

5| . &

4; 1 4

i @

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Embodiment

29.09.2023

Beschreibung Aufgabendesign

Darstellungswechsel zwischen
Nomogrammen und Funktionsgraphen mit
Schwerpunkt auf Kovariation.
Gleicher Aufbau: zunachst qualitativ, dann
quantitativ

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern
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Diskussion Aufgabendesign:

» Erortern Sie mogliche Grinde, warum sich der Entwickler der Aufgaben fur diese
Designs entschieden hat.

> Inwieweit konnen diese Aufgaben das funktionale Denken von Schulerinnen und
Schulern fordern?

» Wie ist das Zusammenspiel zwischen Embodiment und funktionalem Denken?
Inwieweit fordert und unterstutzt Embodiment in diesen Aufgaben die Entwicklung
des funktionalen Denkens?

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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- Besprechung Aktivitat Double Number Line und Function Machine

 Embodiment
» Als Designprinzip
» Auseinandersetzung mit Modul Nomogramme

Lernziele:

» Das Designprinzip Embodiment im Kontext des Moduls Nomogramme vertieft
kennenlernen.

» Einblick in Nomogramme als Darstellungsform erhalten.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit und
bis zum nachsten Mal!

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern o ctenaitinking
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Funktionales Denken von Schulerinnen und
Schiulern fordern — Spezifische Lernumgebungen
erkunden und (weiter-)entwickeln

9. Sitzung:

Forschendes Lernen

Ute Sproesser
Kerstin Frey

www.ph-ludwigsburg.de
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« Forschendes Lernen (Inquiry-based learning)
» Als Designprinzip
» Umsetzungsbeispiele

Lernziele:

» Das Designprinzip Forschendes Lernen im Kontext verschiedener Aufgaben vertieft
kennenlernen.

» Mogliche Umsetzungen in Lernumgebungen erkunden und reflektieren.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Aktivitat (Arbeitsblatt):
Im Folgenden sehen Sie drei verschiedene Ansatze aus Schulbuchern zur EinfUhrung von
Potenzen.

1. Vergleichen Sie die verschiedenen didaktischen Ansatze. Berlcksichtigen Sie insbesondere,
inwieweit die Beispiele das Vorwissen von Schuler*innen einbeziehen.
2. Fur welches Beispiel wurden Sie sich entscheiden? Begrinden Sie.

According to a legend, long ago in one of @
the kingdoms of ancient India there was a POWE"S & Expo nentS
powerful and rich emperor named Velchib.
A Brahmin priest, named Sissa, invented AT iy .
and offered as a present to the emperor, a Powers can be used to show repeated multiplication of the same number,
chess. The emperor was so impressed and
excited with the present to the emperor that Exponent
he decided to offer him a gift. Velchib
asked Sissa what present he wanted. L4
Sissa thought for a moment and replied 3
Ly | t twi ins of wheat in the first Base 2 o 2 2 2 .
squ\::: rwaing;:cm;;n:;;htl,-:,.hz,h'ir:d i — x x Use your calculator to complete the following table
and so on..." L : J
The emperor was puzzled and angry about the Fill in the table: To produce this huge r Result Result
cheap gift that Sissa had asked for and ordered his Square Number of Result quantiiy of grains, Power 2.2 22
storckeepers to give him the wheat he wanted. wheat grains which is actually a 20 -
llowr;vcr, as things tuned out he could not deliver his 1 2 2 digit number, one has to 2 o X 222 23
promise. 2 s i plant the whole Earth 76 This is read as "two to the power of three P
¥~ Why couldn’t the emperor deliver his promise? 3 — times! 2 . 2 . 2 . 2 2
4 2:2:2-2-2 25
: It is said that theem- | sy 3 9, 9.7. [}
8 peror, in order to avoid 2 2 2 2 2 2 2
10 the insult for not keep-
£ ing his promise, he was
32 consulted by his advi- (a) What do you observe?
} CEoy 03 L B0 O (b) How can we express repeated multiplication of the same number? Provide examples.
64 count all the grains.
Something that would
v Explain your strategy it h . | 2 0 1 6 S 4 f &
Sproesser & Frey: (‘ \ " »
29.09.2023 Funktionales Denken férdern 2016b, S. 17) 152
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Aktivitat (Arbeitsblatt):
Im Folgenden sehen Sie drei verschiedene Ansatze aus Schulbichern zur EinfUhrung von
Potenzen.

1. Vergleichen Sie die verschiedenen didaktischen Ansatze. Berucksichtigen Sie insbesondere,
inwieweit die Beispiele das Vorwissen von Schiler*innen einbeziehen.
2. Fur welches Beispiel wirden Sie sich entscheiden? Begrinden Sie.

@ Powers & Exponents

Powers can be used to show repeated multiplication of the same number,

According to a legend, long ago in one of
the kingdoms of ancient India there was a
powerful and rich emperor named Velchib.
A Brahmin priest, named Sissa, invented
and offered as a present to the emperor, a
chess. The emperor was so impressed and
excited with the present to the emperor that
he decided to offer him a gift. Velchib
asked Sissa what present he wanted.

Sissa thought for a moment and replied

»
1 t tw ins of wheat in the first @ B 23 o 2 2 2 .
squ\::: rouraing:hacm:cc‘:,n:c?;ml; |h21hlirrsd ek — x x Use your calculator to complete the following table

and so on.

Exponent

The eﬁ;pcmr was puzzled and angry about the Fill in the table: To produce this huge : Result Result
cheap gift that Sissa had asked for and ordered his Square Number of Result quantigy of grains, Power 2:2 22
storckeepers to give him the wheat he wanted. wheat grains which is actually a 20 -
However, as things turned out he could not deliver his 1 P ) digit number, one has to i 2 " 2 " 2 23
promise 2 = n plant the whole Earth 76 This is read as "two to the power of three"
¥~ Why couldn’t the emperor deliver his promise? 3 RO times! 2 . 2 . 2 . 2 24
s 2:2:2-2-2 28
3 2:2:2:2-2-2 2°

D is kuss i o n : :E}; \Iilvohvit::ZE ‘u‘r\?euec))(t;s;zzeripeated multiplication of the same number? Provide examples.
Welche Ansatze ermoglichen forschendes Lernen? Wodurch?

(Athanasiou et al., 2016a, S. 47f &
2016b, S. 17) 153
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Forschendes Lernen im Mathematikunterricht
(Christou et al., 2023)

* Grundlage:
Eine Frage oder ein Problem fur das Antworten durch Erkunden bzw. Untersuchungen

gefunden werden konnen

* Kontext:
Problemstellungen ergeben sich aus dem Alltag, der Geschichte, der Kunst oder der

Wissenschaft

* Unterrichtsgestaltung:
» Berucksichtigung beteiligter mathematischer Konzepte
» Einbeziehung von Elementen, die das Forschen und Experimentieren unterstutzen

» Verwendung von angepasster Sprache
» Nutzen von passenden Werkzeugen

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Rolle der Lehrperson

« Unterstltzung der Schiler*innen bei ...
» Formulieren von Fragen
» Nutzen des Vorwissens
» Strukturierung bei der Entwicklung von Verstandnis

« Anregung von Diskussionen

Voraussetzung: Aufgabenstellungen die das Forschende Lernen ermoglichen

(Dorier & Maass, 2020)
Sproesser & Frey:

29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Phasen des Forschenden Lernens im
Mathematikunterricht
(Whitehead, 1929)

Prazision

Verallgemeinerung

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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Phase 1: Romantik
(Christou et al., 2023)

* Wird mir der Idee des Erkundens eingefuhrt

» Schuler*innen lernen Objekte, Phanomene und Ideen durch Zuhoren, Betrachten und
Manipulieren eher beilaufig und unstrukturiert kennen (Evans, 1998)

* Neugierde fur ein neues mathematische Konzept wird bei Schuler*innen geweckt

* Interesse wird erhalten, auf dessen Grundlage Fahigkeiten und Wissen zu entwickelt werden
sollen

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Beispiel fur Phase 1: Romantik
(Athanasiou et al., 2016b, S. 116)

Lernziel: Die Schuler*innen erkennen antiproportionale Zuordnungen in Alltagssituationen.

Aufgabe: Eine Fabrik verfugt uber eine bestimmte Anzahl an Maschinen mit der gleichen
Produktionskapazitat, die unabhangig voneinander betrieben werden. Der Produktionsleiter
mochte die Produktion fur einen bestimmten Auftrag mit einem festen Liefertermin planen. Der
Verantwortliche hat die Moglichkeit, die Anzahl an produzierenden Maschinen zu variieren.
Welches der folgenden Diagramme gibt die fur die Ausfuhrung des Auftrags bendtigte Zeit in
Abhangigkeit von der Anzahl der Maschinen an? Erlautern Sie.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Erkunden
(Christou et al., 2023)

« Ermoglicht lebendige, spannende Lernangebote auf Grundlage eigener Erfahrungen

» Fordert das Verstandnis fur mathematische Inhalte durch die Identifizierung von Problemen und
den Austausch daruber

» Fordert die Schuler*innen auf, Uber die gewahlten Inhalte / Ideen zu reflektieren / diskutieren
- Austausch / Reflektionen verandern das Denken

- Bietet den Schiiler*innen Raum, eigene Uberlegungen zu Problemen anzustellen und ihre
eigenen Interessen mit realen Problemen zu verknupfen
- Forderung der Neugierde

» Bietet den Schuler*innen die Moglichkeit, Mathematik zu betreiben, die Welt durch eine
mathematische Brille zu sehen und "Mathematiker zu sein" (vgl. auch Marshman et al., 2011)

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Phase 2: Prazision
(Christou et al., 2023; Evans, 1998)

« Schuler*innen entwickeln Kenntnisse und Fahigkeiten, die fur die Entwicklung eines
neuen Konzepts erforderlich sind

» Beinhaltet das Finden und Organisieren von konzeptuellen Strukturen, Regeln, etc.
* Wird durch Erforschen unterstutzt
» Beinhaltet das Bearbeiten von einer Vielzahl an Beispielen

» Ausgehend vom Vorgehen in spezifischen Fallen werden Regeln generalisiert

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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Beispiel fur Erforschen in Phase 2 (Prazision)

In GeoGebra sieht man ein Rechteck mit gleichbleibender Grofte von 24cm?. Einer der Eckpunkte
des Rechtecks ist der fixe Punkt O (0/0). Der gegenuberliegende Punkt ist der Punkt A.
Link: https://www.geogebra.org/m/kzktxmch

Bewege den Punkt A und fulle die Tabelle aus:

Linae Seite a Linge Seite b Flacheninhalt | Koordinaten von
: - Rechteck A (alb)

24cm?
12 24cm?
8 24cm?
4 24cm?
3 24cm?
2 24cm?

Sproesser & Frey:
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Beispiel fur Erforschen in Phase 2 (Prazision)

Ermitteln des Zusammenhangs zwischen den x- und y-Koordinaten des Punkts A (entsprechend
den Seiten a und b des Rechtecks):

—->Was kann man feststellen, wenn man verschiedene Werte von a und die zugeordneten Werte
von b betrachtet?

Area of arectangle

Author: Sotiris Loizias

18
k=5.5

16 ‘ ‘ . , , *
14 (] Trace
12
10
8 Erectangle =24
6 ; ; ;

a=55 A= (5.5, 4.36)
4
2 b=4.36
0}
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12 13 14 15 16 17 18
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ml(("“ weWigshurg Forschendes Lernen

Phase 3: Verallgemeinerung
(Christou et al., 2023)

« Mundet in der verstandnisorientierten Entwicklung eines neues Konzepts und verhindert das

Auswendiglernen
« Typische Aktivitaten: Vernetzen der neu erlernten Fahigkeiten mit Vorwissen, Anwenden in

verschiedenen Kontexten, Verallgemeinern

Neu
Gelerntes

Anwendung Entwicklung neuer

in neuem Verallgemeinerung == Konzepte / Kompetenzen
Kontext

Ruckkehr zur ,Romantik” in
Bezug auf neue Konzepte

163
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Beispiel fur Phase 3: Verallgemeinerung Area of a rectangle
« Bewegen den Schieberegler k und Beobachtung der s | _r
Veranderung der Koordinaten des Punktes A. ’Dme
* Anzeigen der Spur durch Aktivieren von trace. v
Beschreiben des entstandenen Graphen. o — 4
» Beschreibung des Graphs einer antiproportionalen : P R Ry v
Zuordnung. : s
3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N 12 13 14 15 16 17 18

- Wie lautet die entsprechende Funktionsgleichung?

Sproesser & Frey:
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Erforschen
(Christou et al., 2023)

» Bezieht sich auf eine Aktivitat, die ihren Ursprung in der Mathematik oder in der realen Welt hat
und sich fur eine Untersuchung eignet

« Beinhaltet das Stellen von Fragen, das Sammeln von Daten, das Aufstellen von Hypothesen,
das Reflektieren und das Ziehen von Schlussfolgerungen.

- Diese Prozesse finden individuell, in Kleingruppen und in der Klasse als Ganzes statt
* Die wahrend der Erkundung geweckte Neugierde kann befriedigt werden

* Im Laufe der Untersuchung entwickeln die Schuler*innen Fahigkeiten, die auf andere Probleme
angewendet werden konnen.

- Erweiterung ihrer Kenntnisse und Fahigkeiten.

Sproesser & Frey:
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Lernprozess beim Forschenden Lernen im Mathematikunterricht
(Christou et al., 2023)

Erkunden

Prazision

Verallgemeinerung Erforschen

Sproesser & Frey:
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Forschendes Lernen

Aktivitat Unterrichtsbeispiel (15 min Einzelarbeit / Plenum):

Schauen Sie sich die Unterrichtssequenz an und bearbeiten Sie die folgenden Fragen:

1. Inwieweit unterstitzen die Aktivitat und Diskussion das Forschende Lernen? Begrunden Sie!
2. Wie konnte das Forschende Lernen weiter gefordert werden?

Sproesser & Frey:
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Teaser Video Patterns anschauen

Sproesser & Frey:
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Aktivitat (15 min Kleingruppenarbeit):
Entwickeln sie eine Aufgabe, die Forschendes Lernen ermdoglicht zu folgendem Lernziel, :
Schiler*innen der 8. Klasse verstehen die Steigung einer Geraden als Anderungsverhalten.

EinfUhrung des Steigungsdreiecks.

Uberlegen Sie sich zunachst eine passende Situation. Die folgende GeoGebra-Anwendung kann
genutzt und angepasst werden: https://www.geogebra.org/classic/mvvajgsr

Sproesser & Frey:
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Beispiel: Das Steigungskonzept
(Athanasiou et al., 2016b, S. 64)

Exploration |

Students are practicing their skateboarding skills at
one of the four different ramps shown below.

"% ¥
- 4-

C. D.

k ;

The coach advised the beginner skateboarders to choose the ramp that is
less steep for safety reasons.
v Find out which ramp is the most suitable and justify your

answer.

Sproesser & Frey:
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Beispiel: Das Steigungskonzept
(Athanasiou et al., 2016b, S. 65)

v Select point 4 and then change the coordinates of
point B, so that the robot moves one unit to the right
(horizontal change). Calculate the vertical shift of the
above movement. Consider whether this applies to

any starting point 4. Prazision

v If the robot moves from point 4 to two units to the
right, how large will the vertical change be? Does
this apply to any starting point A?

v" What do you think will be the vertical change if it
moves from point A, 5 units to the right? Check your
answer with the use of the app.

Sproesser & Frey:
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Forschendes Lernen

Beispiel: Das Steigungskonzept

(Athanasiou et al., 2016b, S. 65)

? a=05 % quatloq of the Img :
e y=ax+b

 b=05  y=05x—05

T g ]

: : : =——=05
Horizontal Displacement = 4.48 ;

Q

VerticaléDispIécemeht = 2.%24

Horizohtal Displacément =4.48§

4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15

Link: https://www.geogebra.org/m/rrqucyde

29.09.2023

Funktionales Denken fordern
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Beispiel: Das Steigungskonzept

Die Schuler*innen finden eine allgemein gultige Regel zur Berechnung der Steigung mit Hilfe von
zwei Punkten auf der Geraden.

vertical change

v Consider the ratio for any two points A

horizontal change

and B of the line. | Verallgemeinerung
o Change the cursors @ and 8 and observe how the ratio
vertical change

relates with the equation of the line.

horizontal change

Athanasiou et al., 2016b, S. 65
173
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« Forschendes Lernen (Inquiry-based learning)
» Als Designprinzip
» Umsetzungsbeispiele

Lernziele:

» Das Designprinzip Forschendes Lernen im Kontext verschiedener Aufgaben vertieft
kennenlernen.

» Mogliche Umsetzungen in Lernumgebungen erkunden und reflektieren.

Sproesser & Frey:
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Aktivitat (Hausaufgabe):

Wie kann Funktionales Denken bereits vor der Einfuhrung des Funktionsbegriffs entwickelt werden?

Sproesser & Frey:
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Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit und
bis zum nachsten Mal!
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Funktionales Denken von Schulerinnen und
Schiulern fordern — Spezifische Lernumgebungen
erkunden und (weiter-)entwickeln

10. Sitzung:
Entwicklung des Funktionalen Denkens im Verlauf der Schulzeit;

Curricula

Ute Sproesser
Kerstin Frey
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 Input: Entwicklung des Funktionalen Denkens im Verlauf der Schulzeit
 Aktivitat: Funktionales Denken in Grundschulbuchern

* Funktionales Denken im Bildungsplan BW und in internationalen Curricula
« Analyse von Schulbuchaufgaben im Kontext des Funktionalen Denkens

Lernziele:

Die Entwicklung des Funktionalen Denkens als (lebens-)langen Prozess erkennen.
Grundschulaufgaben zur Forderung des Funktionalen Denkens identifizieren.
Aussagen aus Curricula kennen, die auf das Funktionale Denken fokussieren.
Schulbuchaufgaben in Bezug auf das Funktionale Denken bewerten und ggf.
verbessern konnen.

YV V VYV

Sproesser & Frey:
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,Und hab dann so uberlegt, wo habe ich das im 1
Matheunterricht eigentlich und kam dann so auf
diese starken Packchen, die ich ja sehr liebe. Wo
dann die Kinder eben, (..) sag ich mal die erste Zahl
verandert sich so, die zweite Zahl verandert sich so,
wie wird sich mein Ergebnis verandern bei der
Addition. Das man dann auch auf das gegensinnige
Einblicke in Experteninterviews Verandern kommt und bei der Subtraktion auf das

(vgl., Frey et al., in Druck; Sproesser & Frey, in Druck) gleichsinnige Verandern, da denke ich mal da hab
ich es mal verankert.” G9

Aktivierung (15 min Partnerarbeit):

Wie kann Funktionales Denken bereits vor der
EinfUhrung des Funktionsbegriffs entwickelt werden?

,...kann ich jetzt ganz stark fokussieren, wenn ich jetzt zum Beispiel
Musterfolgen mache oder Zahlenfolgen oder sonstige Dinge, da kann ich
natlrlich dann ganz bewusst Folgen adressieren oder ich kann denken wenn
ich Tabellen, also das so klassische, wo es auch im Lehrplan oder in den
Bildungsstandard mit gemeint ist, da kann ich funktionales Denken adressieren.
Aber rein theoretisch musste ich tatsachlich ja Uberall schon immer die Augen
offen halten und uberall schon funktionales Denken anregen, indem ich die
Kinder neugierig mache: Wie kann es weitergehen? Wie kann ich hier
verandern? Also so ein bisschen Kovariationsdenken Uberall reinsehen.” G9

.---ich finde einbinden ist ja schwierig
weil es ja eigentlich eine Denkweise
sein soll, die auch durchgangig quasi
und uberall mit adressiert wird so wie
das algebraischen Denken im Prinzip
auch. Das heif3t ich musste eigentlich
als Lehrkraft standig die Augen offen
halten dafur, wo sind Aspekte auf die ich
jetzt eben auch so gucken kann.” G1
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Entwicklung des Funktionalen Denkens als (lebens-)langer Prozess

* Funktionale Zusammenhange aus dem Alltag, z.B.
» Inhalt einer Bonbontute an 3/4 /5 /... Kinder verteilen
» Preis eines Eis je nach Anzahl der Kugeln

Sproesser & Frey:
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Entwicklung des Funktionalen Denkens als (lebens-)langer Prozess

* Funktionale Zusammenhange aus dem Alltag, z.B.
« Erkennen & Fortsetzen von Mustern in Alltag und Grundschule

O © O
oo olll®
® © O

(vgl. Blanton et al., 2015, S. 66)

Sproesser & Frey:
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Entwicklung des Funktionalen Denkens als (lebens-)langer Prozess

* Funktionale Zusammenhange aus dem Alltag, z.B.
« Erkennen & Fortsetzen von Mustern in Alltag und Grundschule

5+5=10 6+1=7

2+6=
6+4=10 346= 8+3=11 Aktivitat (Murmelphase):
7+3=10 6 2+7=9 Was haben diese Aufgaben mit
8+2=10 - 9+5=14 Funktionalem Denken zu tun?
9+1=10 >+6= 4+4=8 Bewerten Sie die drei ,Packchen”!

[https://kira.dzlm.de/node/137; 11.5.2022]

Sproesser & Frey:
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Entwicklung des Funktionalen Denkens als (lebens-)langer Prozess

* Funktionale Zusammenhange aus dem Alltag, z.B.
« Erkennen & Fortsetzen von Mustern in Alltag und Grundschule

Was passiert mit dem Deckstein, wenn der linke Eckstein um 1 gréBer wird?

+ + ]
40 Lis ] ' 60 Aktivitit (Murmelphase):
(0] 4]e6] [1][4a]e6]| [2]4]6] Was haben diese Aufgaben mit

T Funktionalem Denken zu tun?
Wenn der linke Eckstein um 1 groBer wird, dann

[https://pikas.dzlm.de/unterricht/gute-aufgaben/zahlen-und-
operationen/zahlenmauern; 8.7.2022]
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Entwicklung des Funktionalen Denkens als (lebens-)langer Prozess

* Funktionale Zusammenhange aus dem Alltag, z.B.
« Erkennen & Fortsetzen von Mustern in Alltag und Grundschule

Ideen fur Zahlenmauern in der Sekundarstufe

Arbeitsauftrage:

« Andert sich der Deckstein, wenn man die
Reihenfolge der Grundsteine verandert?

 Versucht einen kleinen Deckstein zu erhalten!
Geht es noch kleiner?

21 22 23 24  Versucht einen hohen Deckstein zu erhalten!
Geht es noch hoher?

Sproesser & Frey:
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Entwicklung des Funktionalen Denkens als (lebens-)langer Prozess

* Funktionale Zusammenhange aus dem Alltag, z.B.
« Erkennen & Fortsetzen von Mustern in Alltag und Grundschule

Ideen fur Zahlenmauern in der Sekundarstufe

Arbeitsauftrage:

« Uberlege vor dem Berechnen der
Zahlenmauer mit den Grundsteinen
22-25, um wie viel der Deckstein im
Vergleich zur linken Mauer wachst.

« Wie verandern sich die Ergebnisse

21 22 23 24 22 23 24 25 der einzelnen Steine in jedem

Stockwerk?

Sproesser & Frey:
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Entwicklung Funktionalen Denkens

Entwicklung des Funktionalen Denkens als (lebens-)langer Prozess

* Funktionale Zusammenhange aus dem Alltag, z.B.
« Erkennen & Fortsetzen von Mustern in Alltag und Grundschule

Ideen fur Zahlenmauern in der Sekundarstufe

21

22

23

24

22

23

24

25

29

.09.2023

Funktionales Denken fordern

Sproesser & Frey:
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Entwicklung Funktionalen Denkens

Entwicklung des Funktionalen Denkens als (lebens-)langer Prozess

* Funktionale Zusammenhange aus dem Alltag, z.B.
« Erkennen & Fortsetzen von Mustern in Alltag und Grundschule

Ideen fur Zahlenmauern in der Sekundarstufe

21| 22

23

24

29.09.2023

+10 1 31 | 32

Sproesser & Frey:
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Arbeitsauftrag:

Bestimme ohne Berechnung
der Einzelergebnisse, wie sich
die Werte der Steine in jedem
Stockwerk im Vergleich zur
linken Mauer verandern.
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Entwicklung des Funktionalen Denkens als (lebens-)langer Prozess

* Funktionale Zusammenhange aus dem Alltag, z.B.

« Erkennen & Fortsetzen von Mustern in Alltag und Grundschule

Ideen fur Zahlenmauern in der Sekundarstufe

_[exe12]

4x+4 | 4x+8

2x+1 | 2x+3 | 2x

+5

21122 23 | 24 X | x+1|x+2

x+3
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Arbeitsauftrag:

Betrachte nun Zahlenmauern mit
beliebigen aufeinander
folgenden Zahlen in den
Grundsteinen. Wie hangen
Grund- und Decksteinen
zusammen?
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Entwicklung des Funktionalen Denkens als (lebens-)langer Prozess

* Funktionale Zusammenhange aus dem Alltag, z.B.

« Erkennen & Fortsetzen von Mustern in Alltag und Grundschule

- Einfuhrung des Funktionsbegriffs in der Sekundarstufe |
» Funktionsklassen wie lineare, quadratische (& exponentielle) Funktionen
» Eigenschaften von Funktionen, z.B. Darstellungsarten, Monotonie,

Schnittpunkte
» Spater auch Aktivitaten wie Verketten, Differenzieren, Integrieren von

Funktionen

Sproesser & Frey:
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F 3

Funktionales Denken:
Adressierung in
Curricula

Input output assignment
Covariation
Correspondence
Mathematical object

gomn

Bedeutung der Vorstellung

Klassenstufe

Sproesser & Frey:
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Entwicklung Funktionalen Denkens

r 9
(@)
c
=
[o)
e
w
—
@)
>
[
[}
©
(@)]
c
=)
e
=)
)
©
)
(a8
1 . . Klassenstufe ‘
| I I |
Pre-school/ Primary Upper-primary/ lower- (Upper) secondary education
Kindergarten education secondary education

patterns, simple
number relations,

informal

function machine, input-output

patterns recursive ) tional & various function classes, formal changes of representations,
rocesses, (ant-)proportiona N
and p:trternlng, forms IF:ne.ir I'E|a’tltonshl|:|:5 .fnd general properties of functions, transformations of
of function s

structures functions, and (basic) calculus

representation, and concept of a function
corresponding

word problems

Sfard (1991)

structural
mathematical objects

operational
mathematical processes

gomn

J

—

Funktionales Denken:
Entwicklung uber
typische Aktivitaten

Input output assignment
Covariation
Correspondence
Mathematical object

Examples taken from partner
countries’ curricula
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Aktivitat (15 min Kleingruppenarbeit): > Aufbereitung als Hausaufgabe

Schauen Sie sich Aufgaben in verschiedenen Mathematikbuchern der Grundschule
an. Finden Sie drei Aufgaben, die Funktionales Denken fordern.

Sproesser & Frey:
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* Funktionales Denken im Bildungsplan Baden-Wurttemberg
» Explizit

» Implizit
P 3.2.4 Leitidee Funktionaler Zusam-

3.1.1.1 Zahldarstellungen und Zahlbe- menhal’lg

zichungen verstehen
g Die Schulerinnen und Schiler erfassen funktionale Zusammenhange

Die Schilerinnen und Schiller kennen verschiedene Zahldarstellungen sprachlich und unter Verwendung von Tabellen, Graphen und Zuord-

und Zahlbeziehungen im Zahlenraum bis 100. Sie sind in der Lage, sich im nungsvorschriften und fiihren die verschiedenen Darstellungsformen si-
Zahlenraum bis 100 sicher zu orientieren. . _ . . .
tuationsgerecht ineinander Uber. Sie beantworten inner- und auBerma-

Mit geeigneten Zahlenfolgen das Ent- | (7) GesetzmaBigkeiten in arithmeti- thematische Fragestellungen mithilfe linearer und quadratischer Funktio-
decken von arithmetischen Mustern schen Mustern erkennen, be- nen qua ntitativ.
fardern. schreiben und fortsetzen
Welche Kompetenzen der Kinder 13s- | (g) 5 rithmetische Muster selbst ent-
sen sich an eigenkonstruierten Zah- wickeln, systematisch verandern
lenfolgen erkennen und weiterentwi- und beschreiben
ckeln?

P

[0 as - cas.149-153

(Land Baden-Wdrttemberg, 2016a, S. 12f) (Land Baden-Wdurttemberg, 2016b, S. 39)
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Aktivitat (20 Minuten Partnerarbeit):

Finden Sie Stellen im Bildungplan BW bzw. in den KMK-Standards, an denen das Funktionale
Denken addressiert wird. Um welche Inhalte geht es dabei jeweils?

3 Gruppen:

- Primarstufe

- Sekundarstufe 1
- Sekundarstufe 2

Sproesser & Frey:
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Aktivitat (20 Minuten Partnerarbeit): >Besprechung
Finden Sie Stellen im Bildungplan BW bzw. in den KMK-Standards, an denen das Funktionale
Denken addressiert wird. Um welche Inhalte geht es dabei jeweils?

3 Gruppen:

- Primarstufe

- Sekundarstufe 1
- Sekundarstufe 2

Sproesser & Frey:
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Ubersicht

Germany

internationale Curricula

Primarstufe

Word problems

School type Grade Germany Netherlands Poland slovakia
Kindergarten
Primary School
v 1 (6years) g E
=
?‘; g E— intreduction to representations (empty o ﬁ initial introduction to representations (arrows, arrow
o @ P number line, 'rekenrek’, histograms, ...} S e graphs, empty space instead of x) )
§ s g W representations (number
o= word problems word problems g 3 word problems
2 (7 years) o o
S .
S B drawing symmetrical figures
3 (B years, E a introduction (continued) to representations g 5y e
e word problems
o
o (line graphs) introduction to representations (continuation: P
4 (9 years) number line, histograms, tables)
introduction E
(continued) to I3
representations | &
e [sector gra phS s
(percent/ s
= - )
fraction), ratio o (anti-) proportional relationshir
table) 2
;‘:
5

representations (coordinate system) sector graphs (percent/ fraction), ratio table

algebra (representations, algebraic
expressions, linear equations)

29.09.2023

Sproesser & Frey:
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Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school
|

representations

word problems

sapeldal) o) saaualadwod
JO UDIINQIIIIE JES]D OU

representations (coordinate system)

ations

igh real

ions, use
ions to
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Germany

logarithmic functions

general properties of afunction
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‘\|((PH Ludigsbung Schulbuchanalyse

Ziel:
« Schulbuchaufgaben bewerten kdénnen c 0 @ geachtet werden?
» Schulbuchaufgaben anpassen/verbessern konnen

Worauf soll hierbei
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ml((”' g Schulbuchanalyse

Ziel:

 Schulbuchaufgaben bewerten konnen
» Welches Vorwissen wird fur die Aufgabe benotigt?
» Fordert die Aufgabe das Funktionale Denken oder kann die Aufgabe durch
Anwendung eines Algorithmus gelost werden?
» Welche Aspekte Funktionalen Denkens werden durch die Aufgabe gefordert?
» Hat die Aufgabe einen Bildungsplanbezug?

« Schulbuchaufgaben anpassen/verbessern konnen
» Wie kann das Ziel der Forderung des Funktionalen Denkens (besser) erreicht
werden?

Sproesser & Frey:
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Aktivitat (5 min Partnerarbeit):

Analysieren Sie die Schulbuchaufgabe.
Beziehen Sie die folgenden Fragen mit ein:
 Welches Vorwissen wird fur die Aufgabe
benotigt?
Fordert die Aufgabe das Funktionale

Denken oder kann die Aufgabe durch
Anwendung eines Algorithmus gelost
werden?
Welche Aspekte Funktionalen Denkens
werden durch die Aufgabe gefordert?

« Hat die Aufgabe einen Bildungsplanbezug?

Sproesser & Frey:
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Die Geschwindigkeit eines Elektroautos wird auf der Tellstrecke von A-Stadt nach B-Hau-
sen gemessen, Es fahrt so schnell wie midglich, Die dargestellten Graphen beschreiben
den Zusammenhang zwischen der Zeit x und der Geschwindigkeit y. Welcher der Graphen
beschreibt die Fahrt des Elektroautos? Begriinde.

B-Hausen
A-5zadt
ﬁ 'E:Laﬁﬂ!ﬂir'rdigkei'ry E‘rﬁil'ﬂl'iﬂdimil"[ ﬁﬂ:‘h'«!ﬂndighi'r]'
A =l T i
El.-dt:: it E Il.-lta:
(Baum et al., 2016, S. 63)
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Schulbuchanalyse

Aktivitat (5 min Partnerarbeit):

Analysieren Sie die Schulbuchaufgabe.
Beziehen Sie die folgenden Fragen mit ein:
* Welches Vorwissen wird fur die Aufgabe
benotigt?
Fordert die Aufgabe das Funktionale

Denken oder kann die Aufgabe durch
Anwendung eines Algorithmus gelost
werden?
Welche Aspekte Funktionalen Denkens
werden durch die Aufgabe gefordert?

« Hat die Aufgabe einen Bildungsplanbezug?

-2 Besprechung

Sproesser & Frey:
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Die Geschwindigkeit eines Elektroautos wird auf der Tellstrecke von A-Stadt nach B-Hau-
sen gemessen, Es fahrt so schnell wie midglich, Die dargestellten Graphen beschreiben
den Zusammenhang zwischen der Zeit x und der Geschwindigkeit y. Welcher der Graphen
beschreibt die Fahrt des Elektroautos? Begriinde.

B-Hausen
A-Sradt
ﬁ 'E:Laprl‘mindigkei'ry ?rscl‘nvinr.'lig‘rreir'; E:Eichu.ﬁndigteiw
I —,.-l"‘_‘-\""h.
El.-it:: T&it E Il.-ita:
(Baum et al., 2016, S. 63)
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Schulbuchanalyse

Aktivitat (5 min Partnerarbeit):

Analysieren Sie die Schulbuchaufgabe.
Beziehen Sie die folgenden Fragen mit ein:
 Welches Vorwissen wird fur die Aufgabe
benotigt?
Fordert die Aufgabe das Funktionale

Denken oder kann die Aufgabe durch
Anwendung eines Algorithmus gelost
werden?
Welche Aspekte Funktionalen Denkens
werden durch die Aufgabe gefordert?

« Hat die Aufgabe einen Bildungsplanbezug?

Sproesser & Frey:
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2 Gib die Steigung m und den y-Achsenabschnitt ¢ der Geraden g an. Zeichne die Gerade in
gin Koordinatensystem

algy=3x+2 b) gey==2x=2 c) gsy=5x=1 dig:y==-3x+3
el gpy=-2x fl g:y=4x gl gy =-3 hig:y=x
(Baum et al., 2016, S. 72)
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Schulbuchanalyse

Aktivitat (5 min Partnerarbeit):

Analysieren Sie die Schulbuchaufgabe.
Beziehen Sie die folgenden Fragen mit ein:
« Welches Vorwissen wird fur die Aufgabe
benotigt?
Fordert die Aufgabe das Funktionale
Denken oder kann die Aufgabe durch
Anwendung eines Algorithmus gelost
werden?
Welche Aspekte Funktionalen Denkens
werden durch die Aufgabe gefordert?

« Hat die Aufgabe einen Bildungsplanbezug?

- Besprechung

Sproesser & Frey:
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2 Gib die Steigung m und den y-Achsenabschnitt ¢ der Geraden g an. Zeichne die Gerade in
gin Koordinatensystem
algy=3x+2 b) gey==2x=2 c) gsy=5x=1 d)
el gy=—12x i gy =4x gl gy =-3 I

iy ==3x+3
Y =X

i [l )

(Baum et al., 2016, S. 72)
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Aktivitat (15 min Kleingruppenarbeit): > Aufbereitung als Hausaufgabe

Nutzen Sie fur diese Aufgabe ein Mathematik-Schulbuch Ihrer Wahl (Grundschule, Sek. |
oder Sek. II).

|dentifizieren Sie mindestens eine gute und eine verbesserungswurdige Aufgabe mit
Bezug zu Funktionen / zum Funktionalen Denken. Begrunden Sie!

Adaptieren Sie die Aufgabe mit Verbesserungspotential, so dass das Funktionale
Denken optimaler gefordert wird. Begrunden Sie!

Sproesser & Frey:

29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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 Input: Entwicklung des Funktionalen Denkens im Verlauf der Schulzeit
 Aktivitat: Funktionales Denken in Grundschulbuchern

* Funktionales Denken im Bildungsplan BW und in internationalen Curricula
« Analyse von Schulbuchaufgaben im Kontext des Funktionalen Denkens

Lernziele:

Die Entwicklung des Funktionalen Denkens als (lebens-)langen Prozess erkennen.
Grundschulaufgaben zur Forderung des Funktionalen Denkens identifizieren.
Aussagen aus Curricula kennen, die auf das Funktionale Denken fokussieren.
Schulbuchaufgaben in Bezug auf das Funktionale Denken bewerten und ggf.
verbessern konnen.

YV V VYV

Sproesser & Frey:
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Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit und
bis zum nachsten Mal!
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Funktionales Denken von Schulerinnen und
Schiulern fordern — Spezifische Lernumgebungen
erkunden und (weiter-)entwickeln

11. Sitzung:

Abschluss

Ute Sproesser
Kerstin Frey

www.ph-ludwigsburg.de
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« Besprechung Aufgaben
* Fragen, Feedback & Abschluss

Lernziele:
» Schulbuchaufgaben in Bezug auf das Funktionale Denken bewerten und ggf.
verbessern konnen.

Sproesser & Frey:
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Aktivitat (15 min Kleingruppenarbeit): >Besprechung

Schauen Sie sich Aufgaben in verschiedenen Mathematikbuchern der Grundschule
an. Finden Sie drei Aufgaben, die Funktionales Denken fordern.

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken fordern
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‘\I((Eﬂt;?;:;gsﬁsgsw-m Schulbuchanalyse

Aktivitat (15 min Kleingruppenarbeit): >Besprechung

Nutzen Sie fur diese Aufgabe ein Mathematik-Schulbuch Ihrer Wahl (Grundschule, Sek. |
oder Sek. II).

|dentifizieren Sie mindestens eine gute und eine verbesserungswurdige Aufgabe mit
Bezug zu Funktionen / zum Funktionalen Denken. Begrunden Sie!

Adaptieren Sie die Aufgabe mit Verbesserungspotential, so dass das Funktionale
Denken optimaler gefordert wird. Begrunden Sie!

Sproesser & Frey:
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‘\|((m55;1};';9;bgggmm Fragen, Feedback & Abschluss

Verbuchung lhrer Bausteine / MPs - Terminabsprachen
Feedback zum Seminar

« Zeitlicher Umfang

* Verhaltnis Input — Aktivitaten

« Nutzlichkeit der Inhalte

* Einschatzung Lernzuwachs

« Gibt es sonst noch offene Fragen / Wunsche / Klarungsbedarf?

Zusatzlich Fragebogen:

Anonymisierte Ruckmeldung zu Lernzuwachsen
sowie standardisiertes Feedback

Sproesser & Frey:
29.09.2023 Funktionales Denken férdern
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e Zusammenfassung: 11./12. Veranstaltung

« Besprechung Aufgaben
* Prasentation Lernvideos
* Fragen, Feedback & Abschluss

Lernziele:

» Schulbuchaufgaben in Bezug auf das Funktionale Denken bewerten und ggf.
verbessern konnen.

Sproesser & Frey:
Funktionales Denken fordern
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Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit und
eine gute Prufungsphase!
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