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I. Rozwiaz ponizsze zadania najlepiej, jak potrafisz &2
Zadanie 1

W pewnej restauracji porcja nigiri kosztuje 4,50 zt, a porcja sashimi kosztuje 9,00 zt. Hiroko wydata w sumie 45 zt na x porgji
nigiri i y porcji sashimi.
a. Znajdz funkcje opisujaca zalezno$é miedzy liczba porcji nigiri (x) a liczba porcji sashimi (y), zakupionych przez
Hiroko.
b. Jezeli Hiroko kupita 4 porcje nigiri, ile kupita porcji sashimi?
c. Jezeli Hiroko kupita 1 porcje sashimi, ile kupita porcji nigiri?
d. Naszkicuj wykres funkcji znalezionej w podpunkcie a. Zaznacz na wykresie dwa punkty, ktdre przedstawiajg
twoje odpowiedzi na podpunkty bi c.

Zadanie 2
Rozstrzygnij, czy ponizsze funkcje sg liniowe. Uzasadnij swoje rozumowanie.

A. y=14x
a. Tojest funkcja liniowa. b. To nie jest funkcja liniowa.
Uzasadnienie:

B. y=14
a. Tojest funkcja liniowa. b. To nie jest funkcja liniowa.
Uzasadnienie:

C. x=14
a. Tojest funkcja liniowa. b. To nie jest funkcja liniowa.
Uzasadnienie:

D. y=2x+1
a. Tojest funkcja liniowa. b. To nie jest funkcja liniowa.
Uzasadnienie:

E. y=x2+1
a. Tojest funkcja liniowa. b. To nie jest funkcja liniowa.
Uzasadnienie:

2
F. y=%+1
a. Tojest funkcja liniowa. b. To nie jest funkcja liniowa.
Uzasadnienie:
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Zadanie 3

Denis planuje zbada¢ wptyw réznych rozmiaréw doniczek na uprawe stonecznika. Ponizsze wykresy przedstawiajg cztery
mozliwe wyniki jego eksperymentu.

4 AN E 7 1A

wiglkosc doniczlki wiglkosc doniczki wiglkosc doniczlki wiglkosc doniczli
A B c D

wzokose rosliny

srvsokosc rosliny
wyzokosc rosliny
wysokosc roshiny

Ktéry wykres najlepiej opisuje kazde z ponizszych stwierdzen? Uzasadnij swéj wybor:

.  Wraz ze wzrostem wielkosci doniczki zmniejsza sie wysokos$¢ rosliny.
o  Wykres:
e Uzasadnienie:

Il. Wraz ze wzrostem wielkosSci doniczki wzrasta wysokos¢ rosliny do pewnej wielkosci doniczki. W wiekszych donicach
wysokos¢ rosliny pozostaje taka sama
o  Wykres:
e Uzasadnienie:

Zadanie 4

Kazdy z tych dwdch wykreséw przedstawia odcinek funkcji liniowej: \

Dla jakiej wartosci x te dwie funkcje majg takg sama wartosc?

-
i -
=

Prosze o rozwigzanie zadania z rysunkiem w uktadzie wspétrzednych S e A
podanym obok.

str. 2



Zadanie 5

Ponizej przedstawiono cztery graficzne opisy funkcji liniowych w uktadzie o réznych jednostkach skali. Wybierz wzér funkcji
przedstawionej na kazdym wykresie. Uzasadnij swoj wybor dla kazdego przypadku.

1 u"‘ 1) y= 1) y=
12x 20 12x
2) y=4x 2) y=4x
- 3) y=2x 10 3) y=2x
4) y= 4) y=
10x - 10x
-10 g 10 2.5 5
Uzasadnienie: Uzasadnienie:
20‘: 1) y= N 1) y=12x
12x 10 2) y=4x
2) y=4x 3) y=2x
10 3) y=2x 54 4) y=10x
4) y=
a 10x ’
<10 =5 5 10 i -20 -10 10 20
10t
10
=20t

Uzasadnienie:

Uzasadnienie:
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Zadanie 6

Na ostatnim festynie powiatowym znajdowat sie diabelski mtyn, ktéry miat promien 20 stép a odlegtos¢ kota od ziemi
wynosita 5 stép. Wysokos¢ osoby siedzacej na diabelskim miynie nad ziemig przedstawia ponizsza tabelka, wykres i wzor.

Czas Wysokos¢ o T
(sekundy) (stopy) h(t) = 25+ 20sin (ﬁt - E)
0 5,0
5 15,0
10 35,0
15 45,0
20 35,0
” 150 10 20 30 40
30 5,0
35 15,0
40 35,0

1. Aby dowiedziec sie, kiedy osoba jadgca na kole po raz pierwszy osiggnie wysokos¢ 35 stdp uzyje:
A) tabelki B) wykresu C) wzoru

Wyjasnij, dlaczego:

2. Aby okresli¢, kiedy wysoko$¢ zmienia sie najszybciej, uzytbym:

A) tabelki B) wykresu C) wzoru

Wyjasnij, dlaczego:
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Zadanie 7
Rysunek przedstawia pierwsze trzy figury tworzone wedtug
pewnej zasady:

Figura 1 Figura 2 Figura 3
A) Wyznacz obwdd 4-tej figury. i
B) Wyznacz obwadd dla setnej figury.
C) Napisz przepis, ktory mégtby postuzy¢ do znalezienia obwodu dowolnej figury tworzonej wg tej zasady. Uzasadnij
odpowiedz. Opisz, jak Twdj przepis odnosi sie do graficznego przedstawienia tych figur.

Zadanie 8 Zdefiniuj nastepujace pojecia. Jesli uwazasz, ze to wazne - podaj wiecej definicji.

A)  Funkcja:

B) Funkcja liniowa:
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Il. Odpowiedz na poniisze pytania tak doktadnie, jak tylko potrafisz. Nie przejmuj sie, jesli nie znasz
niektérych terminéw.

1. Zapisz swojg osobistg definicje matematyki

2. Jaka jest roznica i jakie s3 podobienstwa miedzy matematyka jako naukg a matematykg jako przedmiotem, ktérego
bedziesz uczy¢

3. Czy spotkates sie wczesniej z terminem ,,myslenie funkcyjne”?

TAK/NIE  (zakre$l odpowied?)

Jesli TAK, to czym jest myslenie funkcyjne wg Ciebie? Jesli NIE, to jakie jest Twoje przypuszczenie? Rozwin swojg odpowiedz.

4. 0Od jakiego wieku, Twoim zdaniem, mozliwe jest rozwijanie myslenia funkcyjnego u uczniéw, wg definicji powyzej?
Uzasadnij swojg odpowiedz

5. Jakie tematy z programu nauczania matematyki (i w ktérych klasach) sg istotne dla rozwoju myslenia funkcyjnego?

6. Co uwazasz za cel nauczania o funkcjach? Rozwin swojg odpowied?
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7. Jak sprawdzisz, czy uczniowie osiggaja cele, ktére sformutowates w poprzednim pytaniu?
Zaprojektuj trzy zadania, ktére dobrze sprawdzaja sie w ocenie myslenia funkcjonalnego uczniéow. Rozwigz je, okresl|
wiek (klase), dla ktorej sg przeznaczone, i uzasadnij swéj wybor.
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8. Omodw trudnosci, ktére moga dotyczyé nastepujgcych zadan: (kontynuacja wzorca, wzdr na podstawie tabelki)

Rysunek przedstawia pierwsze trzy figury tworzone wedtug
pewnej zasady:

claglegs

Figura 1 Figura 2 Figura 3

A) Woyznacz obwadd 4-tej figury.

B) Woyznacz obwdd dla setnej figury.

C) Napisz przepis, ktory mogtby postuzyé do znalezienia
obwodu dowolnej figury tworzonej wg tej zasady.
Uzasadnij odpowiedz. Opisz, jak Twdj przepis odnosi sie
do graficznego przedstawienia tych figur.

Na podstawie ponizszej tabeli wyznacz wzor funkcji:

X 0 1 2 3

f(x) 3 5 7 9

Mozliwe trudnosci:

Mozliwe trudnosci:

9. Jakich trudnosci w nauce i btednych przekonan mozna sie spodziewac podczas nauczania funkcji? Uzyj jak najwiecej

przyktadéw, aby zilustrowac swojg odpowiedz.
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lll. Zaprojektuj scenariusz lekcji wprowadzajacej temat funkgcji liniowej dla klasy | LO.

Twoim zadaniem jest przygotowanie lekcji. Piszac przygotowanie, wyobraz sobie, ze zgodnie z nim ktos inny powinien uczy¢ i
szybko zrozumie¢, o co chodzi, albo ze chcesz wrécic¢ do tego przygotowania za kilka lat i nie chcesz poswiecad czasu na
zastanawianie sie, jak rozwigzane jest kazde zadanie, dlaczego wtasciwie je tam umiescites itp.

Dlatego zamieszczaj rozwigzania zadan, komentarze do zadan, ktore wydajg Ci sie wazne z punktu widzenia nauczyciela itp.
Mozesz wstawic sfotografowane rozwigzania do przygotowania, albo je zeskanowac. Zachowaj tylko takg strukture strony
gtéwnej, jak pokazano w szablonie.

Opracuj najlepiej jak potrafisz. Korzystaj z tego, co jest dla Ciebie dostepne, ale pamietaj, aby to zacytowac. Prosze pracowac
samodzielnie i korzysta¢ z zatgczonego szablonu.

Przedmiotem opracowania jest Definicja funkcji liniowej - poznanie nowego zagadnienia.
Prosze o nazwanie odestanego dokumentu Nazwisko_funkcja liniowa w plikach zespotu w odpowiedzi na Zadanie.

Pod koniec przygotowania (lub nawet w miedzyczasie) mozna napisac notatki, jesli nie jestescie Paristwo czegos$ pewni lub
pojawity sie watpliwosci.
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1.

Hotel ma kilka pieter, parter jest pietrem zerowym, a ponizej pietra zerowego znajduje sie kilka pieter parkingowych. Ponizsza
tabela pokazuje, na ktére pietro mozna dotrze¢ w czasie kilku sekund. Zameldowates$ sie na 14 pietrze i masz zamiar zej$¢ na
parking do swojego samochodu.

Liczba sekund | Numer pietra
0 14
2 10
4 6
6 2
7 ?

(a) Na ktérym pietrze bedziesz po 7 sekundach? Wyjasnij swoja odpowiedz .

(b) Zjaka predkoscig winda jedzie na dét? Wyjasnij swojg odpowiedz..
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Pierwszy ksztatt (1 szesciokat) ma obwadd 6.
Trzeci ksztatt (3 szesciokaty jeden nad drugim) ma obwad 14.

Drugi ksztatt (2 szeSciokaty potozone na sobie) ma obwdd réwny ..........cccoeceeeiveiceee e,

Pigty ksztatt (5 szesciokatdw potozone na sobie) ma obwadd réwny........cccccecveveeeecereeceeerienee.

o8

(a) Opisz, jak wyznaczytbys obwdd figury ztozonej ze 100 szesciokatow potozonych jeden na drugim, nie znajgc obwodu figury
sktadajacej sie z 99 szesciokatow potozonych jeden na drugim.

(b) Napisz wzdr na obliczenie obwodu dla skonczonej liczby szesciokatow ustawionych w rzedzie nad sobg.

(c) Woyjasnij, dlaczego twdj wzor powinien by¢ poprawny.



3.

Adam wybiegt z punktu A i biegt przed siebie 10 km (patrz rysunek).

B

A

v

Dobierz wykres, ktéry najlepiej opisuje jego bieg.

B @ D E
d[m] d[m] d[m]
A 20000 .
1500 12500 Zaden
. 15000
o | it sl wykres nie
’ 7500 ~ 3 10000
3 ’ 5000 - )
= - sdo pasuje.
0 2 a 6 LI 0 10 20 30 4 50 60 - N o 2 & & & 10
t[min] t[min] t[min]
t - czas

d - odlegtos¢ w poziomie od punktu A

Uzasadnij swéj wybor:

4.

W podreczniku czytamy: " Istnieje kilka réznic pomiedzy przebiegiem tetna u osoby regularnie ¢wiczacej - wytrenowanej i
nietrenujace;j:

- Osoba wytrenowana ma nizsze tetno spoczynkowe przed rozpoczeciem ¢wiczen,

- jej tetno podczas wysitku wzrasta wolniej i osigga nizsze wartosci,

- jej tetno szybciej spada po wysitliu i w krotszym czasie wraca do wartosci spoczynkowej."

Tetno

-

W

Poczatek Koniec Czas
aktywnosc akfywnoscl

Na rysunku znajduje sie wykres tetna osoby wytrenowanej. Na tym samym rysunku naszkicuj, jak wyglgdatoby to dla tego

samego ¢wiczenia, wykres tetna osoby niewytrenowanej, z pokazanymi wszystkimi réznicami.



5.

Na podstawie ponizszego rysunku odpowiedz na ponizsze pytania:

" Droga [m]

%0

: Biegacz 1
50 .

Biegacz 2
@O
0 Biegacz 3
Biegacz 4

% Czas [s]

0 3 4 s [3 ] - o 1 1 “ 15 8 1

(a) lle metréw przebiegnie biegacz 2 w przedziale czasut=4sit=6s?
(b) Kiedy biegacz 1 jest szybszy od biegacza 2 ?
(c) Ktory biegacz jest najszybszy w czasie t = 12s?

6.

Zdecyduj, ktory z wykreséw przedstawionych na ponizszym rysunku jest wykresem funkcji. Dla funkcji okresl takze dziedzine i
zbidr wartosci.

b) y
2
z -
I()
c) v d)
2
= z
o 2 1
d |
—z[ 2 L o
|
e) v f) v
2
2 '
! 2 4 x
! x -2 o '
o) 14 v
' -24
T N \
—4 -

7.

Kontynuujgc rozszerzanie tabeli, znajdz analityczny przepis funkcji.



x |1/2/ 3 4 5/6/|7) 100
fl) |5 8 11 14

8.

Zdecyduj, czy opisane przyporzadkowania sg funkcjami. Zakresl wiasciwg
odpowiedz: TAK (przyporzadkowanie jest funkcja) lub NIE (przyporzadkowanie nie
jest funkcjg) i uzasadnij.

a. Tabela” przes{stgma ile nalezy Wiek Frw—
zaptaci¢ na wejscie do parku rozrywki
w zaleznosci od wieku uczestnika. 0-2 lata (mate dziecko) | 0 zt
TAK / NIE, poniewaz ......................
.................................................. 2-16 lat (dziecko) 20zt
.................................................. 16+ (dorosty) 30 24

b. Przyporzadkowanie pola trojkata rownobocznego do dfugosci jego boku.

TAK / NIE, PONIEWAZ ...t
c. Numerowi strony pewnego podrecznika do matematyki zostata

przyporzadkowana liczba zdan na tej stronie.

A N N D O T Y i s S S O Ol
d. Uczniowi twojej klasy przypisano imiona jego rodzenstwa.

TAK / NIE, PONIEWAZ ...

Kamien zostat rzucony pionowo w goére. Wybierz jeden z wykreséw, ktdry najlepiej opisuje zmiany szybkosci (v)
kamienia w czasie (t) podczas jego ruchu. Opdr powietrza pomijamy. Wyjasnij swéj wybor.

t 2 | t 7] g

A B & D E

Woyjasnienie. Jakie masz watpliwosci?




10.

Helena chce zorganizowac przyjecie urodzinowe w sali zabaw dla dzieci. Decyduje sie pomiedzy nastepujgcymi ofertami:
Plac zabaw A: Cena za kazdego goscia wynosi 15 euro.
Plac zabaw B: Cena za jednego goscia wynosi 12 euro. Dodatkowo trzeba zaptaci¢ 50 euro.

Plac zabaw C: Cena za jednego goscia wynosi 18 euro. Od ostatecznej ceny catkowitej zostanie udzielony rabat w wysokosci
30 euro.

Ktéra oferta jest dla niej najkorzystniejsza?

11.

Ile razy w roku bije twoje serce?

12.

Rozstrzygnij, ktére z réwnan jest wzorem funkgc;ji liniowej. Uzasadnij swojg wypowiedz.

(a) y =14x
(b) y=14
(c) x=14

2

T

— 41

2+
2

) y= 2 41

13.

Tabela przedstawia liczbe ludnosci Nevady w latach 2000-2006.

Rok Populacja Zmiana w populacji
O (w milionach) (w milionach)
2000 2.020
0.073
2001 2.093 :
0.075
2002 2. 168
' 0.078
2003 2.246
0.081
2004 2.327
0.084
2005 2.41
i 0.087
2006 2.4958

(a) Podziel liczbe ludnosci w kazdym roku przez liczbe ludnosci w roku poprzednim. Co obserwujesz?



(b) Napisz, jak wielkos¢ populacji zalezy od liczby lat, ktére uptynety do roku 2000.
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15.

Kazdy wykres ponizej przedstawia fragment wykresu funkcji liniowej.

\
+
s
s o
e od
-
|
e
4
-
y ——
0 | . 8 ) N

16 . zrobione
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17.

Na rysunku przedstawiono cztery wykresy funkcji liniowych w kartezjanskim uktadzie wspdtrzednych z réznymi jednostkami skali.
Wybierz wzér funkcji opisujgcej kazdy wykres. Wyjasnij swéj wybor dla kazdej funkcji.

i) ii)
& PY
101 -
E 101
10 -5 5 10 - -5 =25 25 5
s . _In-»
-10¢
1 Yy .
(a) y =52 @ y=g5
(b) y =4z (b) y=4dz
(c) y=2x © y=22
(d) y =10z (d) y = 10z
iii) iv)
Py .
20 =
10 Sq-
-10 =5 5 10 - T‘m -10 10 20 ’
10¢ T
10
=201
1 _ L
(@) y=35u @ y=y5e
(b) y =4z (b) y =4z
(¢) y=2z (¢) y=2x
(d) y =10z (d) y =10z



18.

Zadanie 1: Wykres na rys. 1 przedstawia funkcje f taka, ze.
fix—>x

fix)

Obrazok 1

Odpowiedz na ponizsze pytania (a)-(c).

(a) Jaki jest wspotczynnik kierunkowy funkcji f? Jak to
ustalites?

(b) Podziel wykres funkcji f na pdt przez kat, jaki
dodatnia cze$¢ osi wspodtrzednych x tworzy z
dodatnig czescig osi wspotrzednych y? Uzasadnij.

(c) Czy potrafisz obliczy¢ tangens kata utworzonego
przez wykres funkcji f z dodatnig czescig osi
wspotrzednych x? Jesli tak — jaka to wartosc¢? Jak ja
obliczytes?

Zadanie 2: Uczen narysowat wykres tej samej funkgji f (f
: X > X) w $rodowisku komputerowym i uzyskat
nastepujacy wykres (rys.2).

Obrazok 2

Odpowiedz na pytania (a)-(c) (takie same jak w zadaniu 1)
odnoszac sie do rysunku 2. Opisz swoje mysli, reakcje,
dylematy i inne mysli zwigzane z tymi pytaniami.

(a) Jaki jest wspétczynnik kierunkowy funkcji f? Jak to
ustalites?

(b) Podziel wykres funkcji f na pot przez kat, jaki
dodatnia cze$¢ osi wspodtrzednych x tworzy z
dodatnig czescig osi wspotrzednych y? Uzasadnij.

(c) Czy potrafisz obliczy¢ tangens kata utworzonego
przez wykres funkcji f z dodatnig czescig osi
wspotrzednych x? Jesli tak — jaka to wartosé? Jak jg
obliczytes?



19.

Podany wykres przedstawia droge odlegtos¢ pewnego samochodu jako funkcje czasu.

S (km)

-~
40 80 ()

Ktdre wykresy funkcji (A-D) moga przedstawiac predkos¢ samochodu podczas tej podrdzy? Wybierz sposrdéd ponizszych i wyjasnij
swéj wybor.

v (km/min) v (km/min)
A C
i = t (min) 340@‘ ¢ (min)
v (km/min) v (km/min)
B 70 20 ¢ (min) i ¢ (min) D
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20.

Funkcja H, ktdrej wykres znajduje sie ponizej, ukazuje wysokos¢ pewnego balonu turystycznego po t minutach od startu.

[
1000)

H (metre)

=00

600

100

200

“

¢ 2 40| 60 80
t (min)

a) Znajdz H(30) i wyjasnij, co oznacza ta liczba w kontekscie lotu balonem.

b) Znajdz takie argumenty t, dla ktérych H(t) = 600. Wyjasnij, co oznaczajg te liczby w kontekscie lotu balonem.
c) Jaki zakres wysokosci balonu zostat zarejestrowany w czasie lotu?

d) Jak dtugo trwat lot balonem?

e) Czy z wykresu funkcji H mozemy odczytac jaka droge przebyt balon?
Zakresl: TAK lub NIE
i uzasadnij swojg odpowiedz:
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21.

(a) Czy istnieje funkcja, ktérej dziedzing jest przedziat otwarty (0,5) a zbiorem wartosci jest przedziat domkniety (2,5)? Jesli
tak, to podaj przyktad, jesli nie — uzasadnij dlaczego.

(b) Czy istnieje funkcja, ktdrej dziedzing jest zbidr {1,2,3} a zbiorem wartosci jest zbidr {1,2}? Jesli tak, to podaj przyktad, jesli
nie — uzasadnij dlaczego.

(c) Czyistnieje funkcja, ktéra dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spetnia nastepujgce warunki? Jesli tak, to podaj przyktad,
jesli nie — uzasadnij dlaczego.

i flx+y) =) )
i, flx+y)=fx) + )

iii. flx-y) = fx) + f))?



Co-funded by the
Erasmus+ Programme
Enhancing functional thinking of the European Union

from primary to upper secondary school
I

22.

Jedli w wyrazeniu ax? + bx + ¢ podstawimy 1 za x, to otrzymamy liczbe dodatnig, podstawiajac za x liczbe 6 otrzymamy liczbe
ujemna. lle rozwigzan ma réwnanie ax? + bx + ¢ = 0 ? Uzasadnij swoja odpowiedz.



Co-funded by the
Erasmus+ Programme
of the European Union

Enhancing functional thinking
from primary to upper secandary school
1

Definicja i reprezentacja funkcji

Rozwiaz cztery ponizsze zadania. Zastanow si¢ nad metoda rozwigzywania i ich celem..

ZADANIE 1. Czy istnieje funkcja, ktorej dziedzing jest przedziat otwarty (0,5), a zbiorem wartosci jest
przedzial domkniety [2,5]? Uzasadnij swoja odpowiedz.

ZADANIE 2. Czy istnieje funkcja, ktorej dziedzing jest {1,2,3}, a zbiorem wartosci {1,2}? Uzasadnij swoja
odpowiedz.
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ZADANIE 3. Czy istnieje funkcja, ktora dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spetnia warunek:
f(x +y) = f(x) - f(y) . Uzasadnij swojg odpowiedz.

ZADANIE 4. Jesli podstawimy 1 za X W wyrazeniu ax? +bx +c otrzymamy liczbe dodatnig, podstawiajac
6 otrzymamy liczbe ujemna. lle rozwigzan ma réwnanie ax? +bx +c¢ =0? Uzasadnij swoja odpowiedz.

Zrodla zadan:

o Sajka, M. (2019). Pojecie funkcji. Wiedza przedmiotowa nauczyciela matematyki. Wydawnictwo Naukowe
Uniwersytetu Pedagogicznego, DOI 10.24917/9788380841048, p. 102, 107-108. (Tasks 1-3)

o Even, R. (1990). Subject Matter Knowledge for Teaching and the Case of Functions, Educational Studies in
Mathematics, Vol. 21, No. 6. (Dec., 1990), pp. 521-544. (Task 4)
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Definicja i reprezentacja funkcji - handout 2

Read the text below and the examples from the school textbook and the task book.

What do you discover?

Zrodto: Sajka (2019, p. 15-16):

definicje pojecia funkcji sformutowane przez Peano (1911) i Hausdorffa (1914):

ktorej jesli para (x, y) oraz (X, z) sa parami nalezacymi do tej relacji, to y = z.

2. Hausdorff (1914) zdefiniowal najpierw produkt dowolnych zbioréw A, B jako zbidr wszystkich par
uporzadkowanych p = (a, b), gdzie a € A i b € B, a nast¢pnie napisak:

pierwszym miejscu w jednej i tylko jednej parze p z P. Kazdy element a okresla w ten sposob jeden i tylko

zalezny, przyporzqdkowany a, oznaczamy przez b = f(a) i mowimy, ze przez to w A (tzn. dla wszystkich

f@

Literatura:

= Hausdorff, F. 1914, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig.
scienze fisiche, matematiche e naturali 20, 3-5.

= Sajka, M. (2019). Pojecie funkcji. Wiedza przedmiotowa nauczyciela matematyki. \Wydawnictwo
Naukowe Uniwersytetu Pedagogicznego, DOI 10.24917/9788380841048.

“W matematyce istniejag dwa fundamentalnie rozne podejscia do definiowania pojgcia funkcji, dwie kontrastujace

1. Wedlug Peano relacja to pewien zbior par uporzadkowanych, a z kolei funkcja to pewien specjalny typ relacji, w

(...) rozwazymy pewien zbior P takich par, majgcych mianowicie te ceche, Ze kazdy element a z A wystepuje na
Jjeden element b, ten wlasnie, z ktorym w parze p = (a, b) jest ztgczony; ten element okreslony przez a, od a

elementow z A) zostala zdefiniowana pewna jednoznaczna funkcja. Dwie takie funkcje f(a), f’(a) uwazamy za
rowne wtedy i tylko wtedy, gdy przynalezne zbiory par P, P’ sq rowne, a wigc dla kazdego a zachodzi f(a) =

(Hausdorff, 1914, s. 33).

= Peano, G. (1911). Sulla definizione di funzione, Atti della Reale Accademia dei Lincei, Serie 5a, Classe di

4
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286 8. Funkcja i jej wlasnosci
a Sposoby opisywania funkcji

Najczestszymi sposobami, ktore stosujemy do opisywania funkcji, sg:
a) opis stowny
b) tabelka
c) graf
d) zbiér par uporzadkowanych
e) wzor
f) wykres

8. Funkcja i jej wiasnosci 203

g.9. 8.9. Dana jest funkcja f. Podaj opis stowny tego przyporzadkowania. °
a) fix— +/x, gdzie x € {0, 1, 4,9, 16}

1 : 1 . ey
b) fix— =, gdzie xe {—-=;4,5; =; 11
) f X 5 { 2 4 f

c) f:x—> —x, gdzie x € {~10, -8, -4, 6, 8}
[14 64l
13'5’ o SJ
110. 8.10. Dana jest funkcja, przedstawiona w postaci zbioru par uporzadkowanych.

Narysuj wykres tej funkcji.

a) {(721 71); (711 O)I (O: 1)! (lr 2)! (21 3)1 (31 4)}

b) {(741 3)& (731 4)» ('72/ O)/ (—11 1): (0' 3)/ (2' 4)}

C) {(“31 1), (_,2’ 1)/ (_11 1)! (OI 1)! (11 1)/ (21 1)}

d) {( 3' 9) ( 21 4): (711 l)r (O, O), (lr 1)/ (21 4)1 (3r 9)}

d) f: x— 0,5x, gdzie x

’

11. 8.11. Dana jest funkcja, opisana za pomocg zbioru par uporzgdkowanych. Podaj
wzor tej funkcji.
a) {(72l 3)7 (*1: 4)1 (0; 5)1 (11 6)}
b) {( 4/ 8)1 ( 3/ 6): (11 *2)1 (21 74)! (31 *6)1 (41 V8)

J(_z _LJ(_} L AN 2 _zj
c)1 -2 27),( . -3)10.0,2.9,32), (4, 60
1

d) {(—8, 9), (=3;:5); (—5 i 5], (3,5),(11, 5)}

8.12. Dana jest funkcja, opisana za pomocg zbioru par uporzagdkowanych:
{(1I 3)1 (72/ 7)1 (71 4): (0; O): (8I 1)}

a) Podaj wartosc funkcji dla argumentu 7.

b) Podaj argument funkcji, dla ktérego wartos¢ funkcji wynosi 1.

f12. 8.13. Dana jest funkcja f(x) = —2x° + 8, gdzie x € {-2, -1, 2, 3}.
a) Oblicz wartos¢ funkcji f dla argumentu 2.
b) Czy istnieje taki argument funkcji f, dla ktérego wartos¢ funkcji wynosi 6? Jesli
tak, to podaj ten argument.

fs2. 8.14. Dana jest funkcja, opisana za pomocg zbioru par uporzgdkowanych. Narysuj
wykres tej funkcji.
a) {x, y):|x+3[=21iy=—x} b) {(x,y): [x-2[<2iy=x-1}
Zrodto:
Ad. (2) Kurczab, M., Kurczab, E., Swida E. (2015). Textbook: ,Mathematics 1 to secondary and technical schools”,
Wydanie IV, Warszawa, s. 286;

Ad. (3) Kurczab, M., Kurczab, E., Swida E. (2014)., Matematyka 1, Zbiér zadan do licedw i technikéw, [Mathematics 1
- task book to secondary and technical schools], Wydanie Ill, Warszawa, 2014, s.203.
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Definicja i reprezentacje funkcji

Zastanow sie nad tymi wykresami:

Zrédto: Turnau, S. (1990). Wyklady o nauczaniu matematyki, WSiP, Warszawa, s. 178

Jakie przeksztatcenie jest reprezentowane przez ponizsze wykresy?
= Jak nazywamy takie wykresy?

= Czy przeksztatcenia przedstawione w ten sposdb sg funkcjami?
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Rozwiaz ponizsze zadania na kilka réznych sposobéw

ZADANIE 1: Swieczka

Mamy nastepujacy sytuacje:
"Swieczka ma poczatkowo 24 cm wysokosci. Co godzine zmniejsza sie 0 2 cm."

Jak mozna matematycznie opisac te sytuacje?

ZADANIE 2: Zetony

Emil utozyt z zetonow trzy pierwsze figury wedlug pewnego wzorca:

(1) e :

2
(2) 3)

A. Jaka bedzie liczba zetonoéw w pigtej figurze?

B. W celu wyznaczenia liczby zetonéw dla kazdej figury mozna zastosowac jeden z
trzech ponizszych wzorow. Ktéry wzor powinien wybra¢ Emil? Prosze zaznaczy¢
poprawng odpowiedz
n — numer kolejnego wzoru
z — liczba kart w figurze

a. z=n+6
b. z=5n+2
c. z=3n+4

(German final exams for middle school)
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ZADANIE 3: Sad

Rolnik sadzi jabtonie w ukfadzie kwadratowym. Aby chroni¢ drzewa przed wiatrem, sadzi
wokot sadu drzewa iglaste.

Oto diagram tej sytuacji, na ktérym widac¢ uktad jabtoni i iglakéw dla dowolnej liczby (n)
rzeddéw jabtoni:

n=1 n=2 n=3 n=4
X XX
X ® X XXX XX
X X X X®e ®X XXXXXXX XXXXXXXXX
X X Xe @& 9X Xe ® @ o8X
Xe @X X X X X
X XX X X Xe @ oX Xe @ @ @8X
X X X X
Xe @& oX Xe @& @ @&X
XXX XXXX X X
XxXe @ * @X
XXXXXXXXX

Kiedy liczba drzew iglastych (x) bedzie taka sama jak liczba jabtoni (+)?

(PISA: https://Inces.ed.gov/surveys/pisa/pdf/items2 _math.pdf)

ZADANIE 4: Narciarz

Narciarz ma juz predkos¢ poczgtkowg w czasie 0 sekund, a nastepnie pozwala sobie na
Slizganie sie w dot wzgorza bez celowego hamowania (tarcie pomijamy).

Ny

0s.
s w7s.

W 4s.

Kiedy jest szybszy: w sekundzie 4 czy 77?

Opisz stowami, jak zmienia sie jego predkos¢ w czasie.

Ktory z wykresow szybkosci (v) w czasie (t) najlepiej przedstawia zjazd narciarza
Z tego stoku. Uzasadnij swojg odpowiedz.

vty : vit) :

t t

Ow2>

A B
v(t) vit)
t t
C D
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Rozwiaz ponizsze zadania na kilka réznych sposobéw

ZADANIE 1: Swieczka

Mamy nastepujacy sytuacje:

"Swieczka ma poczatkowo 24 cm wysokosci. Co godzine zmniejsza sie 0 2 cm."

Jak mozna matematycznie opisac te sytuacje?
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ZADANIE 2: Zetony

Emil utozyt z Zetondw trzy pierwsze figury wedtug pewnego wzorca:

(1) e :

2
(2) 3)

A. Jaka bedzie liczba zetondéw w piatej figurze?

B. W celu wyznaczenia liczby zetonéw dla kazdej figury mozna zastosowac jeden z
trzech ponizszych wzorow. Ktory wzor powinien wybra¢ Emil? Prosze zaznaczy¢
poprawng odpowiedz
n — numer kolejnego wzoru
z — liczba kart w figurze

a. z=n+6
b. z=5n+2
c. z=3n+4

(German final exams for middle school)



ZADANIE 3: Sad

Rolnik sadzi jabtonie w uktadzie kwadratowym. Aby chroni¢ drzewa przed wiatrem, sadzi
wokot sadu drzewa iglaste.

Oto diagram tej sytuaciji, na ktérym wida¢ uktad jabtoni i iglakéw dla dowolnej liczby (n)
rzeddéw jabtoni:

n=1 n=2 n=3 n=4
X XX
X ® X XXX XX
X X X Xe @X XXXXXXX XXX XXXXXX
X X Xe @ @oX xXe o @ oX
Xe @X X X X X
X XX XX Xe @ X xXe o @ eX
X X X X
Xe @& @X xXe @ @ @&X
XXX XXXX X X
Xe @ ® @®X
XXX XXXXXX

Kiedy liczba drzew iglastych (x) bedzie taka sama jak liczba jabtoni (+)?

(PISA: https://Inces.ed.gov/surveys/pisa/pdf/items2 _math.pdf)
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ZADANIE 4: Narciarz

Narciarz ma juz predkos¢ poczagtkowg w czasie 0 sekund, a nastepnie pozwala sobie na
slizganie sie w dot wzgdrza bez celowego hamowania.

Ny

0s.
s wW7s.

W 4s.

Kiedy jest szybszy: w sekundzie 4 czy 77?

Opisz stowami, jak zmienia sie jego predkos$¢ w czasie.

Naszkicuj, jak moze wyglgdac wykres szybkosci narciarza (v) w czasie (t). Uzasadnij
swojg odpowiedz.

O w>

V(t)




Co-funded by the
Erasmus+ Programme
of the European Union

13.10.2023

Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school
1

Student task

(adapted from Barzel & Ruchniewicz, 2020, pp. 9, SAFE Tool. Papierversion. https://www.uni-
due.de/imperia/md/images/bif/safe_tool_papierversion.pdf [19.9.2022])

Narciarz ma juz predkos¢ poczatkowg w czasie 0
\ sekund, a nastepnie pozwala sobie na $lizganie sie w

5t wzgorz z celow hamowania).
nach 8 s do gorza (bez celowego hamowania)

- Kiedy jedzie szybciej: w chwili 4 czy 8 sekundy?

Os - Opisz stowami, jak zmienia sie jego predkos¢ w
czasie.

- Drugi narciarz pokonuje te samg odlegtosc¢ i ma
wiekszg predkos$¢ poczagtkowa niz pierwszy narciarz.
nach 4 s Poréwnaj te dwa przejazdy uzywajgc stow

Activity: Dokonaj oceny udzielonych przez uczniéw odpowiedzi pod katem uzytych

reprezentacji i aspektow
g&ﬂ wei’Q EWETE d,(’:’i‘ﬁ W 8 sekundzie, poniewaz

({L{?{) %Xng nie musi wjezdzac na
WEARA ke Rocey Heool ot gore, gdy jest na

szczycie

Narciarz najpierw jest
Dee A Songer (Ginek xS ednooiler, 1 G dncn szybszy, gdy zjezdza w
dét. Potem staje sie
wolniejszy, gdy jedzie w
gére, a nastepnie znow
szybszy, gdy jedzie w dot.

: . : W sekundzie 0 jest
Bl Do ,;3, L Sk don | szybki,alew
1 m M sekundzie 4 jest
powolny, a w
sekundzie 8 znowu

. i L. szybki.
; - ’ 2 Y/ 3 s/ Yo, b1 .
/c"/}é ,421%3—7!&(6 20" U YL L H
, T Ma takg samg predkosc¢
Pl frn LT L s jak w drugim zjezdzie.

1
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Propozycje do dyskusiji:

Ad. 1. Odnosi sie wrazenie, ze obrazowo i werbalnie przedstawione
przyporzgdkowanie funkcyjne nie zostato zrozumiane, tzn. nie zostat zbudowany
odpowiedni model sytuacyjny. W zwigzku z tym nie moze by¢ sensownie aktywowany
aspekt przyporzgdkowania, ktéry odnosi sie do tego, ze poszczegdlnym punktom czasu
przyporzgdkowane sg konkretne predkosci. Zamiast tego dominuje nieadekwatny model
sytuacyjny, zgodnie z ktérym wyzsza predkos¢ jest rejestrowana, gdy nie trzeba juz
podjezdzac pod gére.

Ad. 2. Na podstawie tego rozwigzania mozna stwierdzi¢, Ze relacja funkcyjna
pomiedzy czasem i predkoscig moze by¢ rozpoznana, zinterpretowana i opisana stownie
w reprezentacji "obraz" i "tekst".

Ponadto opanowany jest aspekt funkcji jako dynamicznego procesu wspotzmiennosci.

Ad. 3. Na podstawie tego przyktadu mozna stwierdzi¢, ze przedstawiony zwigzek
funkcjonalny miedzy czasem a predkoscig nie zostat zrozumiany, a zatem nie mozna go
sensownie zinterpretowac i opisac¢ stowami.

Tutaj pomocny bytby aspekt funkcji jako dynamicznego procesu wspétzmiennosci, gdzie
zmiana predkosci jest rozpatrywana jako funkcja czasu. To, ze funkcja jako dynamiczny
proces wspotzmiennosci nie jest dostepna, poznaje sie w szczegdlnosci po tym, Ze istnieje
jedynie odniesienie do pojedynczych punktéw czasu.

Ad. 4. Tutaj pojawia sie rowniez wrazenie, ze obrazowe i stowne przedstawienie nie
zostato w ogdle zrozumiane, a tym samym nie zostat zbudowany odpowiedni model
sytuacyjny / zrozumienie dla sytuacji. W zwigzku z tym podstawowy obiekt pojeciowy nie
jest dostepny. Nie ma wglgdu w to, jakie podobienstwa i réznice istniejg lub mogg byé
uwzglednione w obu podrézach.
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I.  Rozwiaz ponizsze zadania najlepiej, jak potrafisz 22
Zadanie A

W pewnej restauracji porcja nigiri kosztuje 4,50 zt, a porcja sashimi kosztuje 9,00 zt. Hiroko wydata w sumie 45 zt na x porgji
nigiri i y porcji sashimi.
a. Znajdz funkcje opisujaca zaleznos¢ miedzy liczba porcji nigiri (x) a liczba porcji sashimi (y), zakupionych przez
Hiroko.
b. Jezeli Hiroko kupita 4 porcje nigiri, ile kupita porcji sashimi?
c. Jezeli Hiroko kupita 1 porcje sashimi, ile kupita porcji nigiri?
d. Naszkicuj wykres funkcji znalezionej w podpunkcie a. Zaznacz na wykresie dwa punkty, ktdre przedstawiajg

twoje odpowiedzi na podpunkty bi c.

Zadanie B

Ponizej przedstawiono cztery graficzne opisy funkcji liniowych w uktadzie o réznych jednostkach skali. Wybierz wzér funkcji
przedstawionej na kazdym wykresie. Uzasadnij swoj wybor dla kazdego przypadku.

20‘: 1) y=12x 1) y=12«x

2) y=4x 10 2) y=4x

3) y=2x 3) y=2x

10 4) y=10x 5 4) y=10x

=10 =5 5 10 ’ -20 -10 10 20
10t
10

=20
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Uzasadnienie: Uzasadnienie:

Zadanie C

Rozstrzygnij, czy ponizsze funkcje sg liniowe. Uzasadnij swojg odpowiedz.

B. y=14
a. Tojest funkcja liniowa. b. To nie jest funkcja liniowa.
Uzasadnienie:
C. x=14
a. Tojest funkcja liniowa. b. To nie jest funkcja liniowa.
Uzasadnienie:
2
F. y= x; +1
a. Tojest funkcja liniowa. b. To nie jest funkcja liniowa.
Uzasadnienie:
Zadanie D
Kazdy z tych dwdch wykreséw przedstawia odcinek funkgcji liniowej: \

..
A
L
-+
—

Dla jakiej wartosci x te dwie funkcje majg takg sama wartosc? 4

Prosze o rozwigzanie zadania z rysunkiem w uktadzie wspétrzednych 0 L e e e e
podanym obok.

str. 2



Zadanie E
Zdefiniuj nastepujgce pojecia. Jesli uwazasz, ze to wazne - podaj wiecej definic;ji.

A)  Funkcja:

B) Funkcja liniowa:

[l.  Odpowiedz na poniisze pytania tak doktadnie, jak tylko potrafisz

1.

a) Czym wedtug Ciebie jest myslenie funkcyjne? Rozwin swojg odpowiedz

b) Wymien piec stéw lub wyrazen, ktére przychodza Ci do gtowy, gdy myslisz o mysleniu funkcyjnym?

o~ N

2. 0d jakiego wieku, Twoim zdaniem, mozliwe jest rozwijanie myslenia funkcyjnego u uczniéw? Uzasadnij swojg odpowiedz
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3. Jakie tematy z programu nauczania matematyki (i w ktérych klasach) sg istotne dla rozwoju myslenia funkcyjnego?

4. Couwazasz za cel nauczania o funkcjach? Rozwin swoja odpowied?

5. Jak sprawdzisz, czy uczniowie osiggajg cele, ktére sformutowate$ w poprzednim pytaniu?
Zaprojektuj trzy zadania, ktére dobrze sprawdzajg sie w ocenie myslenia funkcjonalnego uczniéw. Rozwiaz je, okresl wiek
(klase), dla ktdrej sg przeznaczone, i uzasadnij swoéj wybor.
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6. Omoéw trudnosci, ktére moga dotyczyé nastepujacych zadan: (kontynuacja wzorca, wzér na podstawie tabelki)

Rysunek przedstawia pierwsze trzy figury tworzone wedtug
pewnej zasady. Figura 1 jest pieciokagtem foremnym o boku

dtugosci 1:
Figura 1 Figura 2 Figura 3
A) Woyznacz obwadd 4-tej figury.

Mozliwe trudnosci:

B) Woyznacz obwdd dla setnej figury.
C) Napisz przepis, ktory mogtby postuzy¢ do znalezienia
obwodu dowolnej figury tworzonej wg tej zasady.
Uzasadnij odpowiedz. Opisz, jak Twdj przepis odnosi sie
do graficznego przedstawienia tych figur.
Mozliwe trudnosci:
Na podstawie ponizszej tabeli wyznacz wzor funkcji:
X 0 1 2 3
f(x) 3 5 7 9
7.

Woyjasnij cel kazdego pytania.

\

&

Przeanalizuj nastepujace wykresy. Zaproponuj trzy rézne pytania oparte na wykresach, ktére mozna by zada¢ uczniom.

Pytanie:

Cel:
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8. Bartek zaprasza swoich przyjaciét na przyjecie urodzinowe. Chce sie upewnié¢, ze dla kazdego znajdzie sie miejsce. Ma

kwadratowe stoty.

Przy jednym kwadratowym stole moze posadzi¢ 4 osoby
W nastepujgcy sposob

Jesli do pierwszego stotu dotaczy jeszcze jeden
kwadratowy stot, moze przy nim siedzie¢ 6 osdb:

a) Jesli Bartek ma 8 stotéw, to ile oséb moze posadzic¢ jako solenizant? A jak jest w przypadku 20 stotéw? Wyjasnij swoja

odpowiedz.

b) Zaproponuj trzy rézne pytania oparte na schemacie z tego zadania, ktére mozna by zadaé uczniom. Wyjasnij cel kazdego

pytania

Pytanie:

Cel:

9. Uogdlnianie wzorcéw (jak w pytaniu 6 i 8) i funkcje liniowe to dwa tematy obecne w programie nauczania matematyki.
Jaki zwigzek dydaktyczny dostrzegasz miedzy nimi i w jaki sposdb wspierasz ten zwigzek u swoich uczniéw? Prosze

wyijasnic.
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10. Jakich trudnoéci w nauce i btednych przekonan mozna sie spodziewaé podczas rozwijania myslenia funkcyjnego? Uzyj jak
najwiecej przyktadow, aby zilustrowac swojg odpowiedz.
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11. Zaprojektuj scenariusz lekcji wprowadzajgcej temat funkcji liniowej dla klasy I LO.

Twoim zadaniem jest przygotowanie lekcji. Piszac przygotowanie, wyobraz sobie, ze zgodnie z nim ktos inny powinien uczy¢ i
szybko zrozumie¢, o co chodzi, albo ze chcesz wrécic¢ do tego przygotowania za kilka lat i nie chcesz poswiecaé czasu na
zastanawianie sie, jak rozwigzane jest kazde zadanie, dlaczego wtasciwie je tam umiescites itp.

Dlatego zamieszczaj rozwigzania zadan, komentarze do zadan, ktore wydajg Ci sie wazne z punktu widzenia nauczyciela itp.
Mozesz wstawic sfotografowane rozwigzania do przygotowania, albo je zeskanowac. Zachowaj tylko taka strukture strony
gtéwnej, jak pokazano w szablonie.

Opracuj najlepiej jak potrafisz. Korzystaj z tego, co jest dla Ciebie dostepne, ale pamietaj, aby to zacytowac. Prosze pracowac
samodzielnie i korzysta¢ z zatgczonego szablonu.

Przedmiotem opracowania jest Definicja funkcji liniowej - poznanie nowego zagadnienia.
Prosze o nazwanie odestanego dokumentu Nazwisko_funkcja liniowa w plikach zespotu w odpowiedzi na Zadanie.

Pod koniec przygotowania (lub nawet w miedzyczasie) mozna napisac notatki, jesli nie jestescie Paristwo czego$ pewni lub
pojawity sie watpliwosci.
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Kwestionariusz informacji zwrotnej

Prosze oceni¢ nastepujgce stwierdzenia w kontekscie kursu dla nauczycieli.
(1 - Absolutnie sie nie zgadzam - 5 — W petni sie zgadzam):

1 2
1. Na tym kursie dla nauczycieli dowiedziatem sie ciekawych O O
rzeczy o matematyce.
2. Natym kursie dla nauczycieli dowiedziatem sie ciekawych O O
rzeczy na temat nauczania.
3. Zdobyta przeze mnie wiedza na tym kursie jest przydatna O O
W nauczaniu matematyki.
4. Struktura tego kursu dla nauczycieli byta odpowiednia i O O

skuteczna.

5. Treéc¢ tego kursu dla nauczycieli byta odpowiednia i skuteczna. O O

6. Sposobb realizacji tego kursu dla nauczycieli byt wtasciwy i O O
skuteczny.

7. Wykorzystam materialy z projektu w swojej pracy dydaktyczne;. O O

8. Wykorzystam narzedzia cyfrowe projektu w swojej pracy O O
dydaktyczne;.

9. Interesujacy jest materiat cyfrowy projektu. O O

10. Materiat cyfrowy projektu utatwia pojeciowe rozumienie pojec O O
matematycznych.

11. Polecitbym to seminarium mojemu koledze. O O
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Prosze odpowiedzie¢ na nastepujgce pytania.

1. Co najbardziej podobato Ci sie w tym kursie dla przysztych nauczycieli?

2. Jakie masz sugestie dotyczace ulepszenia tego kursu dla przysztych nauczycieli?

3. Jakie inne sugestie dotyczace tego kursu dla przysztych nauczycieli chciatby$ nam przekazac¢?

Dzigkujemy za wypetnienie tego kwestionariusza!
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