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Jednym stowem:
JAKI JEST CEL EDUKACJI MATEMATYCZNEJ?




Jednym stowem:
JAKI JEST CEL EDUKACJI MATEMATYCZNEJ?

MYSLENIE



4 zadania

» Rozwigz cztery ponizsze zadania, kazdy na kilka sposobow (mozesz
zastanowic sie, jak rozwigzaliby go mtodsi lub starsi uczniowie)
» Podczas rozwigzywania zastanow sie nad nastepujgcymi pytaniami:
» Co odroznia poszczegolne rozwigzania?
» W czym rozwigzania poszczegolnych zadan sg podobne?

» Jaka wiedza i umiejetnosci sg potrzebne do rozwigzania tych zadan?




Zadanie: Swieczka

Mamy nastepujgcya sytuacie:

,<Zapalamy swieczke, ktora ma poczgtkowo 24 cm wysokosci. Co
godzine jej wysokoSC zmniejsza sie 0 2 cm."

Jak mozna matematycznie opisac te sytuacje?

Aktywnosc¢:
* Prosze rozwigza¢ zadanie na kilka sposobow.

* Prosze zapisa¢ swoje rozwiazania.




Zadanie: Narciarz

Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school

Narciarz ma juz predkos¢ poczatkowg w czasie 0 sekund, a nastepnie pozwala sobie na

slizganie sie w dot wzgorza bez celowego hamowania.

Y
Aktywnosé¢:

0s. - - - -
w7s. * Prosze rozwigzac zadanie na kilka

sposobow.
* Prosze zapisa¢ swoje rozwigzania.

W 4s.

Kiedy jest szybszy: w sekundzie 4 czy 77

Opisz stowami, jak zmienia sie jego predkosc¢ w czasie.

Naszkicuj, jak moze wyglada¢ wykres szybkosci narciarza (v) w czasie (t). Uzasadnij
swojg odpowiedz.

oOw»

vit)}

(porovnaj Barzel & Ruchniewicz, 2020, s. 9)




Zadanie: Narclarz ver. 2

Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school
|

Narciarz ma juz predkos¢ poczatkowg w czasie 0 sekund, a nastepnie pozwala sobie na
slizganie sie w dot wzgorza bez celowego hamowania (tarcie pomijamy).

Ny

s w7s.

W 4s.

Kiedy jest szybszy: w sekundzie 4 czy 77?

Opisz stowami, jak zmienia sie jego predkos¢ w czasie.

Ktory z wykresow szybkosci (v) w czasie (t) najlepiej przedstawia zjazd narciarza
z tego stoku. Uzasadnij swojg odpowiedz.

v(t) vit)

t t

O wx>

A B

Aktywnosé¢:
= Prosze rozwigzac¢ zadanie na kilka

sposobow.
* Prosze zapisa¢ swoje rozwigzania.

(porovnaj Barzel & Ruchniewicz, 2020, s. 9)
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Enhancing functional thinking
[ ] from primary to upper secondary school
|

Rolnik sadzi jabtonie w ukfadzie kwadratowym. Aby chroni¢ drzewa przed wiatrem, sadzi wokét sadu drzewa
iglaste.
Oto diagram tej sytuacji, na ktorym widac¢ uktad jabtoni i iglakéw dla dowolnej liczby (n) rzeddw jabtoni:

n=1 n=2 n=23 n=4
XXX
X ® x XXX XX
X X X X®e @&X XXX X X XX XXX X XXX XX
X X Xe @& &X xXe ® @ @®X
X®e @X X X X X
XXX XX Xe @ ® X Xe® @& @ #8X
X X X X
Xe @ ® X Xe® @& @& @&X
XXX XX XX X X
X e @ @ ® X
XXX X XXX XX
Aktywnosé:
. : : - : : * Prosze rozwigza¢ zadanie na kilka
Dla jakiego n liczba jabtoni i liczba drzew iglastych jest taka sama? sposobow.

* Prosze zapisac¢ swoje rozwigzania.




Zadanie: Sad ver. 2

Rolnik sadzi jabtonie w ukfadzie kwadratowym. Aby chroni¢ drzewa przed wiatrem, sadzi wokét sadu drzewa

iglaste.
Oto diagram tej sytuacji, na ktorym wida¢ uktad jabtoni i iglakéw dla dowolnej liczby (n) rzedow jabtoni:
n=1 n=2 n=3 n=4
X XX
X ® x XXX X X
X X X X® @X XXX XXXX XXX XXXXXX
X X X® [ ® X X ® [ ] ® @X
Xe® @X X X X X
XXX X X X® @ ® X X® @ ® & X
X X X X
X® [ ) X X® [ ] ® @ X
' n | Liczba jabloni | Liczba iglakéw [k PR.
XXX XX XX XX
] 1 8
2
Aktywnosé:
. e . . = P igzac ie na kilk
Dla jakiego n liczba jabtoni i liczba drzew iglastych jest taka sama? 55?)2% (r')%wmzac zadanie na kilka

* Prosze zapisac¢ swoje rozwigzania.




Zadanie: Zetony

Emil utozyt z zetondw trzy pierwsze figury wedtug pewnego wzorca:

[ [
[ [ o [
A. Jaka bedzie liczba zetonéw w piatej figurze? o o ° ° ° °
o 06 o o0 o o o0 6 66 o
B. W celu wyznaczenia liczby zetonow dla kazdej figury mozna o o o o o o
zastosowac jeden z trzech ponizszych wzorow. (1) o o o o
[ [
Ktory wzor powinien wybra¢ Emil? Prosze zaznaczy¢ poprawng (2) (3)
odpowiedz
lz=n+6 n - numer figury
T z=5n+2 . . . 2 2
N z=3n44 Z - liczba zetonéw Aktywnosc:

* Prosze rozwiazac zadanie na kilka sposobow.

* Prosze zapisacC swoje rozwigzania.




Aspekty funkcji | rozne reprezentacje

Wykorzystane }

Dyskusja: reprezentacje.

Co odroznia poszczegolne rozwigzania?

W jaki sposob rozwigzania poszczegolnych zadan sg
podobne?

Aspekty rozumienia }

Sposoby podejscia do } pojecia funkcii.

badania funkcji.




Aspekty funkcji | rozne reprezentacje

\
: Uczniowie muszg opisywac i interpretowac zaleznosci
Dyskusja: funkcyjne w réznych reprezentacjach.
Jaka Wledza | umlejetnoé0| Sa potrzebne W konsekweani: *aczyé, zmieniac¢ i stosowac e|aStyCZHie te
do rozwigzania tych zadan? reprezentacje. )

~

Uczniowie uzywajg réznych podejsé do Uczniowie muszg rozpatrywac zaleznosci funkcyjne
badania funkgji z roznych perspektyw / aspektéow.

- J




Reprezentacje

Reprezentacje:
= sg pojeciami wtornymi wzgledem pojecia
funkcji, sg tylko ,podporkg dla mysli”
(M. Klakla, 2003; Z. Semadeni 2002)

" nie mozna utozsamiaC zadnej z reprezentaciji
tego pojecia z samym pojeciem funkcji
(A. Sierpinska, 1992)

Jakie jest znaczenie i rola reprezentacji?

Dostep do obiektu matematycznego, ktéry jest
potrzebny do tworzenia poje¢ i rozwigzywania
problemow

(Pittalis et al., 2020; HuBmann & Laakman, 2011)
» Zrozumienie

» Powigzanie

» Zmiana




Reprezentacje

Co to znaczy reprezentacja pojecia funkcji?
= z punktu widzenia psychologii nauczania
matematyki reprezentacje
= enaktywne,
= jkoniczne,
= symboliczne
(wg J. Brunera, 1978)
= 7 punktu widzenia matematyki
= formy powierzchniowe
(wg Z. Semadeniego, 2002)

Jakie jest znaczenie i rola reprezentacji?

Dostep do obiektu matematycznego, ktory jest
potrzebny do tworzenia poje¢ i rozwigzywania
problemoéw

(Pittalis et al., 2020; HuBRmann & Laakman, 2011)
» Zrozumienie

» Powigzanie

» Zmiana




1. JEROME SEYMOUR BRUNEE %

RODZAJE REPREZENTACJI POJEC

- Jeden z gtdwnych przedstawicieli psychologii poznania.

- W pracy ,,Proces ksztatcenia” przedstawit dynamiczng koncepcje
edukaciji, podkreslajgc role i warunki pobudzania dziatalnosci poznawczej
dzieci i mtodziezy oraz rozwoju pozytywnej motywacii.




REPREZENTACJE wg BRUNERA

wg Brunera rozwj intelektualny polega no
przechodzeniu przez 3 rodzaje reprezentacji oraz na
zdolnosci ich infegrowania, a takze swobodnego
przechodzenia z jednej reprezentacji na inng.

1) ENAKTYWNE (KONKRETNE)
2) IKONICIZNE

Dopiero potem:
3) SYMBOLICZNE




Reprezentacja enaktywna

zdarzenia reprezentowane w formie schematow dziatan

Reprezentacja ikoniczna

¢

zdarzenia reprezentowane w postaci syntetycznych obrazow

Reprezentacja symboliczna

¢

reprezentowanie sensu zdarzen za pomocg stow lub innych symboli



SEMADENI 2002 e

®  Semadeni w swoich artykutach (2002a, 2002b) zdefiniowat
pojemny pomochiczy termin:

Q twor matematyczny - dowolne matematyczne pojecie, zdanie logiczne,
forma zdaniowa, twierdzenie, dowod, fragment wnioskowania,
struktura, procedura lub algorytm.

m W koncepcji swojej Semadeni stwierdzit, ze typowy
twor matematyczny, posiada trzy interpretacje:

0 Jjdea gfeboka
Q formy powierzchniowe
O modele formalne.

m |, Idee glebokie petniq role sterujgcq
W rozumowaniach, formy powierzchniowe
petniq role stuzebng, ale tez kluczowg,
natomiast modele formalne stuzg systematyzacji
teorii, weryfikacji ich poprawnosci, lepszemu
poznawaniu ich struktury, ich zakresu i

. r 3
ograniczen. (2002a, str. 52-53).




Formy powierzchniowe
danego tworu matematycznego

To wszelkie znaki go reprezentujace, wsrod ktdrych mozna
rozroznic trzy kategorie:

0 znaki, ktore mozna ustyszec (nazwy),
0 znaki, ktére mozna dotknagc (np. modele bryt),

0 znaki wizualne, wsrod ktdrych mozna rozroznic:

statyczne

— czyli wyrazy, symbole i gotowe rysunki widoczne w tekscie ksigzki lub
statycznie na monitorze

oraz dziejgce sie w czasie

— np. czynnoS¢ wykonywania rysunku, przeliczania, gesty rysujgce w
powietrzu reprezentacje, czy dynamiczne prezentacje komputerowe.




Formy powierzchniowe
danego tworu matematycznego

Formy powierzchniowe zostaty tez rozrdznione ze wzgledu na
cel, jakiemu stuzg:

2 mogg umozliwia¢ powstanie pojecia — wtedy s3 nazwami,

0 mogg tez byC narzedziami niezbednymi do zajmowania sie matematyka
0 oraz mogg stuzy¢ do komunikowania sie.

Wedtug autora forma powierzchniowa moze byc¢
sformutowanie definicji, twierdzenia, czy dowodu twierdzenia.



REPREZENTACJE POJECIA FUNKCII

Reprezentacje:

0 sg pojeciami wtdérnymi wzgledem pojecia funkcji, sg tylko ,podpodrka dla
mysli” (M. Klakla, 2003; Z. Semadeni 2002)

0 nie mozna utozsamiaC zadnej z reprezentacji tego pojecia z samym
pojeciem funkcji (A. Sierpinska, 1992)

Co rozumiemy przez reprezentacje pojecia funkgji?

0 reprezentacje enaktywne, ikoniczne, symboliczne S
(wg J. Brunera, 1978)

0 formy powierzchniowe
(wg Z. Semadeniego, 2002) >

Przyktady reprezentacji pojecia funkdji




Reprezentacje

Dyskusja:

Roézne reprezentacje funkcji:

Jaka wiedza i umiejetnosci sg
potrzebne do rozwigzania tych zadan?

Wzory funkcji

Wykresy
Tabelki

Opisy stowne

Grafy Venna ze strzatkami

~
Uczniowie muszg opisywac i interpretowac
zaleznosci funkcyjne w réznych reprezentacjach.
W konsekwenciji: tgczy¢, zmieniac i stosowac
elastycznie te reprezentacje.

\_ /

Nomogramy

Grafy punktowo-strzatkowe

1.
2.
3.
4.
5.
6.
/.
8.

Zbiory par uporzgdkowanych




Zbiory par uporzgdkowanych

reprezentacja funkcji czy definicja funkcji?

286 8. Funkcja i jej wtasnosci

Sposoby opisywania funkcji

Najczestszymi sposobami, ktére stosujemy do opisywania funkcji, sa:
a) opis stowny
b) tabelka
c) graf
d) zbiér par uporzagdkowanych
e) wzor
f) wykres




Zbiory par uporzgdkowanych e

reprezentacja funkcji czy definicja funkcji?

2.10. 8.10. Dana jest funkcja, przedstawiona w postaci zbioru par uporzadkowanych.
Narysuj wykres tej funkcji.
a) {(_2: —1), (_11 0)1 (O, 1): (ll 2): (2/ 3)/ (3! 4)}
b) {(_4I 3): (_31 4)' (_21 O)l (_1/ 1): (0, 3)1 (21 4)}
C) {(_3; 1); (_21 1): (—11 1)1 (O; 1)1 (11 1)/ (21 1)}
d) {(_31 9)1 (_21 4)r (_1; 1)' (01 O)l (1r 1); (2, 4); (31 9)}

11. 8.11. Dana jest funkcja, opisana za pomocg zbioru par uporzadkowanych. Podaj
wzor tej funkcji.

a) {(—21 3)1 ('—11 4)/ (0/ 5)1 (11 6)}

b) {(—'41 8)/ (_31 6)1 (11 _2)1 (21 _4)I (31 _6); (4I _8)

1 1 1 1 1. 1
c) {(—Z ; a],[—g g E]' (—E = §)’ (0,0),(2,9), (3, 27), (4, 64)}

d) {(—8, & {35}, (—% , sj, 3, 5), (11, 5)}

:12. 8.12. Dana jest funkcja, opisana za pomoca zbioru par uporzadkowanych:
{(lf 3): (_21 7); (71 4)1 (Or o)l (81 1)}'
a) Podaj wartos¢ funkcji dla argumentu 7.
b) Podaj argument funkcji, dla ktérego wartos¢ funkcji wynosi 1.

:13. 8.13. Dana jest funkcja f(x) = —2x* + 8, gdzie x € {-2, -1, 2, 3}.
a) Oblicz wartos¢ funkcji f dla argumentu 2.
b) Czy istnieje taki argument funkc;ji f, dla ktérego wartos$é¢ funkcji wynosi 6? Jesli
tak, to podaj ten argument.

f:=2. 8.14. Dana jest funkcja, opisana za pomocg zbioru par uporzadkowanych. Narysuj
wykres tej funkcji.
a) {x,y):Ix+3[21iy=~x} b) {(x,y):Ix-2[<2iy=x-1}
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C O to e St f u I I k C a Enhancing functional thinking
" from primary to upper secondary school

= W matematyce istniejg dwa fundamentalnie rézne podejscia do definiowania pojecia funkcji,
dwie kontrastujgce definicje pojecia funkcji sformutowane przez Peano (1911) i Hausdorffa (1914):

1.

» Wedtug Peano relacja to pewien zbior par uporzgdkowanych, a z kolei funkcja (o pewien specjalny
typ relacii, w ktorej jesli para (X, y) oraz (X, z) sg parami nalezgcymi do tej relacji, toy = z.

2.

» Hausdorff (1914) zdefiniowat najpierw produkt dowolnych zbiorow A, B jako zbiér wszystkich par
uporzgdkowanych p = (a, b), gdzie a € Ai b € B, a nastepnie napisat:

» (...) rozwazymy pewien zbior P takich par, majgcych mianowicie te ceche, ze kazdy element a z A wystepuje na pierwszym
miejscu w jednej i tylko jednej parze p z P. Kazdy element a okresla w ten sposob jeden i tylko jeden element b, ten wilasnie, z
ktorym w parze p = (a, b) jest zlaczony: ten element okreslony przez a, od a zalezny, przyporzadkowany a, 0znaczamy przez b
= f(a) i mowimy, ze przez to w A (tzn. dla wszystkich elementow z A) zostata zdefiniowana pewna jednoznaczna funkcja. Dwie
takie funkcje f(a), f’(a) uwazamy za rowne wtedy
i tylko wtedy, gdy przynalezne zbiory par P, P’ sq rowne, a wiec dla kazdego a zachodzi f(a) = f’(a)

(Hausdorff, 1914, s. 33).




Co to jest funkcja?

» Miedzy podejsciami Peana i Hausdorffa istnieje fundamentalna réznica, ktorej nature
filozoficzno-lingwistyczng opisuje Semadeni (2002, s. 131).

» Otoz Peano (1911) zidentyfikowat funkcje jako specjalny typ relacji natomiast Hausdorff
(1914) pisze jedynie, ze mozna utozsamic¢ pojecie funkcji i pojecie szczegdlnego zbioru
par, nie stawiajgc jednak miedzy nimi znaku rownosci.

» Wg Semadeniego jest to zasadniczy skok pojeciowy miedzy podejsciem ,mozna utozsamic”,
a definitywnym stwierdzeniem, ze ,funkcja jest zbiorem par”, zmienia sie bowiem znaczenie
tych pojec.

» Konkluzja jest nastepujgca: to przyporzadkowanie jest istota pojecia funkcji, a mozliwosc
przedstawienia funkcji jako podzbioru produktu jest wtorna.




Dualna natura pojecia funkcji — proces | obiekt

* Te dwa rodzaje pojmowania, choC z

_ : : _ Structural Operational
pozoru wykluczajgce sie, powinny sie _ . :
jednak uzupetiac i tworzy¢ spdjng catos¢ FRTcHon f;;:ffb‘;;‘:“f;’sf;’"‘ Compaationsl peocess
— ,,jak dwie strony tej samej monety” ' Well defined method of

« (Sfard, 1991: Sajka, 2019). e (e 1970



Dualna natura pojecia funkcji — proces | obiekt

= W rozumieniu strukturalnym funkcja moze by¢é

postrzegana:
= jako zbidér uporzgdkowanych par (Bourbaki, 1934;
Kuratowski & Mostowski, 1966;). Structural Operational
= jako gotowy, uprzedmiotowiony obiekt. Function Set of ordered pairs Computational process
(Bourbaki, 1934) or
= W rozumieniu operacyjnym funkcja moze by¢ Well defined method of
traktowana jako: getting from one system

to another (Skemp, 1971)
= przyporzgdkowanie

= (Kuratowski, 1948, s. 59; Leja, 1976, s. 30; Rudin, 1982, s.
25)

* metoda przechodzenia z jednej struktury na inng
» (dostownie: mapping, Skemp, 1971)
= proces obliczeniowy (Sfard, 1991).




' TEORIA PROCEPTOW”
Eddie Gray & Dawid Tall

e - _\_\_——__
——

ROLA SYMBOLL (™) " )

SYMBOL - coS, co jest postrzegane przez zmysty.

2 Symbol moze byc¢ pisemny lub stowny.
Kluczowa role w dyskusiji nad zaleznosciami pomiedzy
procesem a konceptem odegra sposob uzywania symboli.

Wazne jest JAK symbol jest interpretowany przez rozne
jednostki lub przez te samg osobe w réznym czasie.

Symbol moze reprezentowac zarowno proces jak i obiekt.



Symbole/reprezentacje sprzyjajace
strukturalnemu lub operacyjnemu
rozumieniu funkcji

Wzor funkcji: f(x) = x - 3 jednoczesnie aktywuje rozumienie:

0 operacyjne: jak obliczy¢ wartos¢ funkcji dla poszczegdlnych argumentéw
0 i strukturalne: scala cate pojecie funkcji dla dowolnego argumentu x.

Wykres funkcji

0O sprzyja rozumieniu strukturalnemu,

0 ale jest przyktadem obiektu zwilokrotnionego — jako opisujgcy ,dwa
pomiary jednoczesnie” ijako obiekt zwielokrotniony pozwala na odtworzenie
wspoOtzmiennosci.

Grafy Venna

O sprzyjajg rozumieniu operacyjnemu — funkcja jako przyporzadkowanie.

Tabela funkcji

O sprzyja rozumieniu strukturalnemu.



rzy podejscia do badania funkcji

» Ukierunkowanie na punkty
= gdy interesujg nas
= wybrane punkty wykresu
= wartosci funkcji dla pewnych argumentow,
" miejsca zerowe itp.
= Ukierunkowanie na przedziaty
= gdy poszukujemy np. ekstremow lokalnych, punktow przegiecia

» Ukierunkowanie na ogélne wtasnosci funkcji
= gdy analizujemy przebieg zmiennosci funkcji

» (Even, 1990; Sajka 2019)




Aspekty funkcji

Funkcja jako:

regula przypisania wejscia-wyjscia
(Function as an input-output assignment)

dynamiczny proces wspoéizmiennosci
(Function as a dynamic process of covariation)

relacja przyporzadkowania
(Function as a correspondence relation)

obiekt matematyczny
(Function as a mathematical object)




Funkcja jako regutfa przypisania wejscia-wyjscia

= Myslenie o funkcji jako maszynie wejscia-wyjscia polega na odkrywaniu
lub badaniu reguty, na podstawie ktorej wartos¢ wejsciowa ulega zmianie
| otrzymujemy wartos¢ wyjsciowa.

» Ten poglad podkresla operacyjny i obliczeniowy charakter pojecia funkcji,
dostosowanie sie do konkretnych zasad, korzystanie ze wzorow oraz
dziatanie wedtug przepisu.



Funkcja jako dynamiczny proces wspotzmiennosci

= Myslenie o funkcji jako dynamicznym procesie wspotzmiennosci polega na jednoczesnej zmianie dwoch lub

wiecej zmiennych - nacisk jest potozony na wspotzmiennos¢ zmiennej zaleznej i zmiennej niezaleznej.

» Funkcja jest postrzegana, jako
,dwie wielkosci zmieniajgce sie jednoczesnie w taki sposdb, ze istnieje niezmienniczy zwigzek miedzy ich
wartosciami, ktéry ma te wtasnosc, ze w percepcji danej osoby kazda wartos¢ jednej wielkosci okresla

doktadnie jedng wartos¢ drugiej.” (Thompson & Carlson, 2017, str. 436).

= Zmienna niezalezna, przebiegajac przez zrodtowy zbior powoduje, ze zmienna zalezna przebiega przez zbior
wartosci, czyli obserwujemy, jak zmieniajg sie argumenty z dziedziny i zbior wartosci w tym samym czasie.
Poglad ten dobrze obrazuje np. wykres zaleznosci przebytej drogi od mijajgcego czasu, na ktorym mozemy

Sledzi¢ jednoczesne zmiany obu zmiennych - im wiecej czasu uptynie tym wiekszy dystans pokona dane ciato.




Funkcja jako relacja przyporzgdkowania

= Myslenie o funkcji jako relacji przyporzgdkowania polega na rozumieniu
relacji, jaka wystepuje miedzy zmienng niezalezng i zmienng zalezng

oraz umiejetnosci jej reprezentowania.

» Poglad ten moze prowadzi¢ do bardziej formalnej definicji funkcji jako

zbioru par uporzgdkowanych.



Funkcja jako obiekt matematyczny

Myslenie o funkcji jako o obiekcie matematycznym polega na przypisaniu jej wtasnej

reprezentacji i wtasnosci.
Obiekt ten moze by¢é porownywany z innymi obiektami matematycznymi lub funkcjami.

Patrzenie na funkcje z tej perspektywy jest zwigzane z badaniem wtasnosci funkciji,
rozroznianiem i charakterystykg réznych klas funkcji, operacji na funkcjach oraz

znajomosci samej definicji funkcji i pojec z nig zwigzanych.

Funkcja jest tu postrzegana jako cztonek rodziny funkcji i moze by¢ poddana procesom
wyzszego rzedu, takim jak sumowanie, sktadanie, catkowanie, rozniczkowanie itp.,

obejmujgcym typ reprezentacii.




Aspekty funkcji: Wejscie - wyjscie

Aspekty: Malle, 2000; Pittalis et al., 2020; Vollrath, 1989 Mamy nastepujaca sytuacje:
> Wejscie-wyjscie: badanie, jak pewna wartos¢
wejsciowa doprowadzi do wartosci wyjsciowej; "Swieczka ma poczatkowo 24 cm wysokos$ci.
szukanie Co godzine zmniejsza sie 0 2 cm."
Reprezentacje: _ o _
« tancuchy Iiczb@ 2 @ 2 @ D @ 2 0 Jak mozna matematycznie opisac te sytuacje?

« Graficzny: punkt w uktadzie wspotrzednych

» Tabela bez postrzegania jakichkolwiek innych zwigzkow
o WzOr ***




Aspekty funkcji: Przyporzadkowanie

» Przyporzadkowanie: rozumienie zwigzku miedzy

zmiennymi niezaleznymi i zaleznymi oraz umiejetnos¢ "Swieczka ma poczatkowo 24 cm wysokos$ci.
jego przedstawienia; bardziej formalna definicja funkciji Co godzine zmniejsza sie 0 2 cm."
jako zbioru par uporzgdkowanych.

Jak mozna matematycznie opisac te sytuacje?

Reprezentacje :
« Tabela - jesli uczen dostrzega poszczegolne uporzgdkowane
pary « Woykres funkcji — reprezentacja graficzna, w ktorej
Cras 0 | 1 | 5 | uczen dostrzega uporzadkowane pary x i f(x)

Wysokosé éwieczki |24+ |22 ¢ |20 *
* Przepis ogolny, wzor

= \:“‘;!g%_
‘.;:‘; { -_t : l, -- | i {




Aspekty funkcje: Przyporzadkowanie

Aspekty: Malle, 2000; Pittalis et al., 2020; Vollrath, 1989
» Przyporzadkowanie. Rozumienie zwigzku miedzy

Mamy nastepujgcg sytuacje:

zmiennymi niezaleznymi i zaleznymi oraz umiejetnos¢ "Swieczka ma poczatkowo 24 cm wysokos$ci.
jego przedstawienia; bardziej formalna definicja funkciji Co godzine zmniejsza sie 0 2 cm."
jako zbioru par uporzgdkowanych.

Jak mozna matematycznie opisac te sytuacje?

Reprezentacje:
« Grafy Venna ze strzatkami « Nomogram

6. P

G o O

. a 3

2 . . 2




Aspekty funkcji: Wspotzmiennosc

> Wspoéfzmiennosc¢: badanie, jak zmienia sie jedna ,
zmienna, gdy zmienia sie inna. "Swieczka ma poczatkowo 24 cm wysoKoSci.
Co godzine zmniejsza sie 0 2 cm."

Reprezentacje:
« Tabela - czy uczen dostrzega zmlany W poszczegolnych

zmiennych Jak mozna matematycznie opisac te sytuacje?

/

« Graficzna — na wykresie analiza zmian i tempa zmian

PO = = o o o
P PO P S

« Algebraiczna — wspotczynnik kierunkowy, wzor funkcji




Aspekty funkcji: Obiekt

> Obiekt: funkcja jest uwazana za obiekt matematyczny

posiadajacy wiasne reprezentacie i wiasnosci, ktore moga (IS4 CRUER o1 (Lo ReL Neol o RVTe (o
byC poréwnywane z innymi obiektami matematycznymi Co godzine zmniejsza sie 0 2 cm."
lub funkcjami.

Jak mozna matematycznie opisac te sytuacje?

Reprezentacje:
» Wzor funkcji - wykorzystanie ogolnego wzoru funkcji liniowej f(x) =ax+b.
Wykorzystanie wtasnosci danej funkcji (malejgca — ujemny wspotczynnik "a™)
» Wykresy - wykorzystanie wtasnosci danej klasy funkcji (wykresem funkc;ji liniowej jest linia prosta).

Wykorzystanie wtasnosci danej funkcji (malejgca - prawidtowe nachylenie prostej)




Zadanie

= Naszkicuj wykres funkcji y = 2x — 3. Aktywnosc¢:

Rozwigz zadanie w ten sposaob, aby
wykorzystac rézne aspekty pojecia funkciji.

Opisz proces myslowy, ktéry masz na
mysli.




Seria zadan

» Z serii zadan wybierz jedno lub dwa zadania dla kazdego aspektu, ktore najlepiej
go rozwijaja.



Zadanie: Swieczka

Mamy nastepujgcya sytuacie:

"Swieczka ma poczatkowo 24 cm wysokosci. Co
godzine zmniejsza sie 0 2 cm."

Jak mozna matematycznie opisac te sytuacje?

Aktywnos¢:
= Prosze rozwigzac¢ zadanie na kilka

sposobow.
* Prosze zapisa¢ swoje rozwigzania.




Zadanie: Swieczka

Mamy nastepujgcya sytuacie:

"Swieczka ma poczatkowo 24 cm wysokosci. Co
godzine zmniejsza sie 0 2 cm."

Jak mozna matematycznie opisac te sytuacje?

Aktywnos¢:
= Prosze rozwigzac¢ zadanie na kilka

sposobow.
* Prosze zapisa¢ swoje rozwigzania.




Zadanie: Narciarz

Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school

Narciarz ma juz predkos¢ poczatkowg w czasie 0 sekund, a nastepnie pozwala sobie na

slizganie sie w dot wzgorza bez celowego hamowania.

Y
Aktywnosé¢:

0s. - - - -
w7s. * Prosze rozwigzac zadanie na kilka

sposobow.
* Prosze zapisa¢ swoje rozwigzania.

W 4s.

Kiedy jest szybszy: w sekundzie 4 czy 77

Opisz stowami, jak zmienia sie jego predkosc¢ w czasie.

Naszkicuj, jak moze wyglada¢ wykres szybkosci narciarza (v) w czasie (t). Uzasadnij
swojg odpowiedz.

oOw»

vit)}

(porovnaj Barzel & Ruchniewicz, 2020, s. 9)




Zadanie: Narclarz ver. 2

Enhancing functional thinking
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Narciarz ma juz predkos¢ poczatkowg w czasie 0 sekund, a nastepnie pozwala sobie na
slizganie sie w dot wzgorza bez celowego hamowania (tarcie pomijamy).

Ny

s w7s.

W 4s.

Kiedy jest szybszy: w sekundzie 4 czy 77?

Opisz stowami, jak zmienia sie jego predkos¢ w czasie.

Ktory z wykresow szybkosci (v) w czasie (t) najlepiej przedstawia zjazd narciarza
z tego stoku. Uzasadnij swojg odpowiedz.

v(t) vit)

t t

O wx>

A B

Aktywnosé¢:
= Prosze rozwigzac¢ zadanie na kilka

sposobow.
* Prosze zapisa¢ swoje rozwigzania.

(porovnaj Barzel & Ruchniewicz, 2020, s. 9)
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Rolnik sadzi jabtonie w ukfadzie kwadratowym. Aby chroni¢ drzewa przed wiatrem, sadzi wokét sadu drzewa
iglaste.
Oto diagram tej sytuacji, na ktorym widac¢ uktad jabtoni i iglakéw dla dowolnej liczby (n) rzeddw jabtoni:

n=1 n=2 n=23 n=4
XXX
X ® x XXX XX
X X X X®e @&X XXX X X XX XXX X XXX XX
X X Xe @& &X xXe ® @ @®X
X®e @X X X X X
XXX XX Xe @ ® X Xe® @& @ #8X
X X X X
Xe @ ® X Xe® @& @& @&X
XXX XX XX X X
X e @ @ ® X
XXX X XXX XX
Aktywnosé:
. : : - : : * Prosze rozwigza¢ zadanie na kilka
Dla jakiego n liczba jabtoni i liczba drzew iglastych jest taka sama? sposobow.

* Prosze zapisac¢ swoje rozwigzania.




Zadanie: Sad ver. 2

Rolnik sadzi jabtonie w ukfadzie kwadratowym. Aby chroni¢ drzewa przed wiatrem, sadzi wokét sadu drzewa

iglaste.
Oto diagram tej sytuacji, na ktorym wida¢ uktad jabtoni i iglakéw dla dowolnej liczby (n) rzedow jabtoni:
n=1 n=2 n=3 n=4
X XX
X ® x XXX X X
X X X X® @X XXX XXXX XXX XXXXXX
X X X® [ ® X X ® [ ] ® @X
Xe® @X X X X X
XXX X X X® @ ® X X® @ ® & X
X X X X
X® [ ) X X® [ ] ® @ X
' n | Liczba jabloni | Liczba iglakéw [k PR.
XXX XX XX XX
] 1 8
2
Aktywnosé:
. e . . = P igzac ie na kilk
Dla jakiego n liczba jabtoni i liczba drzew iglastych jest taka sama? 55?)2% (r')%wmzac zadanie na kilka

* Prosze zapisac¢ swoje rozwigzania.




Zadanie: Zetony

Emil utozyt z zetondw trzy pierwsze figury wedtug pewnego wzorca:

[ [
[ [ o [
A. Jaka bedzie liczba zetonéw w piatej figurze? o o ° ° ° °
o 06 o o0 o o o0 6 66 o
B. W celu wyznaczenia liczby zetonow dla kazdej figury mozna o o o o o o
zastosowac jeden z trzech ponizszych wzorow. (1) o o o o
[ [
Ktory wzor powinien wybra¢ Emil? Prosze zaznaczy¢ poprawng (2) (3)
odpowiedz
lz=n+6 n - numer figury
T z=5n+2 . . . 2 2
N z=3n44 Z - liczba zetonéw Aktywnosc:

* Prosze rozwiazac zadanie na kilka sposobow.

* Prosze zapisacC swoje rozwigzania.




Zadanie: Narciarz
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Narciarz ma juz predkos¢ poczatkowg w czasie 0 sekund, a nastepnie pozwala sobie na

slizganie sie w dot wzgorza bez celowego hamowania.
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0s. - - - -
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W 4s.
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Zadanie: Narclarz ver. 2
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Narciarz ma juz predkos¢ poczatkowg w czasie 0 sekund, a nastepnie pozwala sobie na
slizganie sie w dot wzgorza bez celowego hamowania (tarcie pomijamy).

Ny

s w7s.

W 4s.

Kiedy jest szybszy: w sekundzie 4 czy 77?

Opisz stowami, jak zmienia sie jego predkos¢ w czasie.

Ktory z wykresow szybkosci (v) w czasie (t) najlepiej przedstawia zjazd narciarza
z tego stoku. Uzasadnij swojg odpowiedz.

v(t) vit)

t t

O wx>

A B

Aktywnosé¢:
= Prosze rozwigzac¢ zadanie na kilka

sposobow.
* Prosze zapisa¢ swoje rozwigzania.

(porovnaj Barzel & Ruchniewicz, 2020, s. 9)



Definicja funkcii

Zapoznaj sie z ponizszymi definicjami funkcji i zastanow sie nad nimi:
» Na jakim aspekcie opiera sie podana definicja?
* Na czym polega jednoznaczne podanie funkcji?



Definicja funkcji

= 1. [XVIII stulecie]
Funkcjg okreslong na zbiorze D nazywamy dowolny przepis, ktory kazdemu elementowi zbioru
D przypisuje doktadnie jedng liczbe rzeczywistg. Zbior D nazywamy dziedzing funkcji.

» 2. [poczatek XX wieku]
Funkcja jest mapowaniem z dowolnego zbioru na podzbiér R.

= 3. [XX W]

Niech M bedzie dowolnym zbiorem, R zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych. Funkcjg
nazywamy dowolny zbior f uporzgdkowanych par [x, y] nalezgcych do MxR, dla ktérego
zachodzi nastepujgca zaleznosc¢: do kazdego x ze zbioru M istnieje doktadnie jedno takie y ze
zbioru R takie, ze [x, y] nalezy do f. Zbiér M nazywamy dziedzing definicji funkcji f. Oznaczamy
go przez D(f).




Definicja funkcji

= 4. (SP na Stowacji od 1991)

Funkcjg f nazywamy takie przyporzgdkowanie, ktore kazdemu elementowi zbioru D
przypisuje doktadnie jedng liczbe rzeczywistg. Zbior D nazywamy dziedzing funkc;ji f.
Funkcja f jest dana wzorem albo tabelg lub wykresem.

= 5. (LO na Stowacji od 1990)

Funkcjg na zbiorze A nazywamy przepis, ktory kazdemu elementowi zbioru A przypisuje
doktadnie jedng liczbe rzeczywistg. Zbior A nazywamy dziedzing funkciji.

» 6. (przeglad matematyki w szkotach srednich na Stowacji — 1963)

Niech M bedzie pewnym zbiorem liczb rzeczywistych. Niech kazdemu x z M zostanie

przypisana jedna liczba rzeczywista y zgodnie z jakgs reguta. Mowimy wtedy, ze na zbiorze
M jest okreslona funkcja jednej zmienne.




Definicja funkcji

» 7. (podreczniki dla szkoét srednich i srednich szkét zawodowych na Stowaciji)

Odwzorowaniem f zbioru A na zbior B nazywamy dowolny zbiér uporzgdkowanych par [x,y] takich, ze z kazdym
x€A zwigzany jest tylko jeden y€A taki, ze [x,y]ef

Funkcjg nazywamy dowolne odwzorowanie ze zbioru M na zbior R, gdzie M jest dowolnym podzbiorem R.
= 8. (LO na Stowacji do 1990)

Niech M bedzie zbiorem dowolnym, R - zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych. Funkcjg nazywamy kazdy zbior f
uporzgdkowanych par [x,y], dla ktérego zachodzi nastepujgca zaleznosc¢: do kazdego xeM istnieje doktadnie jeden
YER taki, ze [x,y]€f. M nazywamy dziedzing funkcji.

= 9. (LO na Stowacji, od 2010)

... W matematyce na oznaczenie takiej jednoznacznej zaleznosci miedzy dwiema zmiennymi uzywa sie terminu
funkcja. Aby mozna byto powiedzie¢, ze druga zmienna jest funkcjg pierwszej zmiennej, muszg by¢ spetnione dwa
warunki :

- Wartos¢ drugiej zmiennej jest jednoznacznie zdeterminowana przez wartos¢ pierwszej zmiennej (tzn. dwoém lub
wiecej roznym wartosciom drugiej zmiennej nie mozna przypisac jednej wartosci pierwszej zmiennej),

- Wartosci drugiej zmiennej muszg byc liczbami.




Definicja funkcji liniowej

Przejrzyj ponizsze definicje funkc;ji liniowej i zastanow sie nad nig:
» Ktore z definicji sg poprawne?
= Jakie problemy widzisz w pozostatych definicjach?



A:
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Linearni funkce je kazda funkce, ktera jde zapsat ve tvaru y =ax+b, kde |

a,be R . Grafem linearni funkce je primka (¢ast primky).

Dobre, mozeme zhrnit definiciu linedrnej funkcie takto: Linedarnou funkciou nazyvame

kazZdi funkciu dant rovnicou
Linearni funkce je kazda funkce na mnoziné R (tj. funkce o de-

B: y =ar +b, fini¢nim oboru R}, kterd je dana ve tvaru
kde a.b € R, definiénym oborom je mnozZina R. D: y = axr + b, (1)
kde a, b jsou realna cisla.
‘Definicia | :
Lineirnou funkciou sa nazyva kazda funkcia dana rovnicou _ ' | |
: — : - v ’ iLH‘\I“\C/ SU HTICALTIIC ZAVISIC.
y=ax+bh (1) E:\ aed s 3 NG
C: \ d : A
kde a, b st redlne cisla. kX v+ g (K, G S 'Ofedp,s tval 2
| Definiécnym oborom linedrnej funkcie je mnozina vietkych redlnych 3 Oﬂs{a my dane C\

Cisel.

Funkcia typu y = kx + ¢, kde k a g su 'ubovol'né redlne ¢isla a jej defini¢ny
obor je mnozina vsetkych redlnych ¢isel, sa nazyva linearna funkcia.
Graf linearnej funkcie je priamka alebo jej cast’
(ak je defini¢ny obor obmedzeny).
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- Linearni funkce je kazda funkce, ktera jde zapsat ve tvaru y =ax+b, kde | |

a,be R . Grafem linearni funkce je primka (¢ast primky).

Dobre, mézeme zhrnif definiciu linearnej funkcie takto: Linearnou funkciou nazjvame
kazZdd funkciu dani rovnicou ‘

Linearni funkce je kazda funkce na mnoziné R (tj. funkce o de-
finiénim oboru R), ktera je dana ve tvaru

D:

B: y = ax + b,

y=ax+0b,
kde a, b jsou realna disla.

kde a.b € R, definiécnym oborom je mnozZina R.

'Definicia
‘Line:irnou funkciou sa nazyva kazda funkcia dana rovnicou

y=ax+b : (1)

LN

i

" Definiénym oborom linedrnej funkcie je mnozina vsetkych redlnych

kde a, b sa reilne cisla.

Funkcia typu y = kx + ¢, kde k a g su l'ubovol'né realne ¢isla a jej defini¢ny
obor je mnozina vsetkych redlnych ¢isel, sa nazyva linearna funkcia.

Graf linearnej funkcie je priamka alebo jej cast’
(ak je defini¢ny obor obmedzeny).
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Linearni funkce je kazda funkce, ktera jde zapsat ve tvaru y =ax+b, kde | |
a,be R . Grafem linearni funkce je primka (¢ast primky).

Dobre, mézeme zhrnit definiciu linearnej funkcie takto: Linearnou funkczou nazyvame
kazZdd funkciu dani rovnicou

Lineérni funkce j je kazda funkce na mnoziné R (tj. funkce o de-
B: y =azx+b, fini¢nim oboru R}, ktera je dana ve tvaru

D:

y = ax + b, (1)
kde a, b jsou realna disla.

kde a.b € R, definiécnym oborom je mnozZina R.

'Definicia
‘Line:irnou funkciou sa nazyva kazda funkcia dana rovnicou

SU HHICALTIC ZAVIDIC.,

_' y=ax+bh - (1)
" kde a, b su redlne cisla.

,aD’edpis VE\
e U/\«O . : C'\g\'&\
N NStanty — dane

Funkcia typu y = kx + ¢, kde k a g su l'ubovol'né realne ¢isla a jej defini¢ny
obor je mnozina vsetkych redlnych ¢isel, sa nazyva linearna funkcia.
Graf linearnej funkcie je priamka alebo jej cast’
(ak je defini¢ny obor obmedzeny).
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Linearni funkce je kazda funkce, ktera jde zapsat ve tvaru y =ax+b, kde S s

a,be R . Grafem linearni funkce je primka (¢ast primky).

Dobre, mézeme zhrnif definiciu linearnej funkcie takto: Linearnou funkciou nazjvame
kazZdu funkciu dant rovnicou

Lineérni funkce je kazda funkce na mnoziné R (tj. funkce o de-
B: y =azx+b, finiénim oboru R), kterd je dana ve tvaru

kde a,b € R, definiécnym oborom je mnozina R. - . y=ar+b, (1)
| Definicia kde a, b jsou realna disla.
| Linedrnou funkciou sa nazyva kazdd funkcia dand rovnicou

L,_ﬁ_ e fUﬂkC' SU THHNCAanrtic Zavisic,

y=ax+b (1) E: eg\(na 'q !
E: W + A 9 pr : (D
| kde a, b si redlne Cisla. i > [ (&, 7 8 edp,s tva 3
| Definicnym oborom linedrnej funkcie je mnozina vietkych redlnych N i k Ons'tanty 7 dané C\o\¢
Cisel.

Funkcia typu y = kx + ¢, kde k a g su 'ubovol'né redlne ¢isla a jej defini¢ny
obor je mnozina vSetkych redlnych ¢isel, sa nazyva linearna funkcia.

Graf linearnej funkcie je priamka alebo jej cast’
(ak je defini¢ny obor obmedzeny).
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Rozwijanie myslenia funkcyjnego uczniow

Wprowadzenie do scenariuszy lekcji
(tzw. learning environments)




HOGESCHOOL s\’% - ) )

Ipabo €) @ T W A Sy
X /2.5 N sdwigabirg

H A2, || Bl of Cyprus

Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school
|

Co to jest myslenie funkcyjne?

» Podstawowa aktywnos¢ zwiazana z pracqg nad funkcjami
(Vollrath, 1986)
= Sposob myslenia o relacjach, wspotzaleznosciach i zmianach
(Vision document, FunThink project)

Rozwijanie myslenia funkcyjnego u ucznidéw na réznych etapach edukacyjnych



Agenda

Enhancing functional thinking
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« Scenariusze lekcji ,,Learning environments”
» Informacje ogodlne
» Eksploracja scenariuszy ,learning environments”

e Cele nauczania:

» Poznaj cztery zasady projektowania (wiecej pozniej).
» Zapoznanie sie ze strukturg scenariuszy srodowisk uczenia sie za pomocag
materiatéw informacyjnych i przewodnika dla nauczyciela.Okreslenie celow

edukacyjnych srodowisk uczenia sie i powigzanie ich z podstawowymi koncepcjami
myslenia funkcjonalnego.




Zasady projektowania lekcj

Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school

O® 0 @

INQUIRY BASED SITUATEDNESS EMBODIMENT (DIGITAL) TOOLS
LEARNING — - —
= SYTUACYJNOSC UCIELESNIENIE NARZEDZIA
NAUCZANIE (CYFORWE)
PRZEZ
ODKRYWANIE,
PRZEZ

DOCIEKANIE




Zasada: nauczania przez badanie
(Inquiry based learning - IBE) Cykl badawczy 5E | = FEE

Engagement, Exploring, Explaining, Elaborating, Evaluating

Zaangazo-

= Ciekawosc¢ i krytyczne myslenie wanie

AN

Badanie

» Konstruowanie i stosowanie nowej wiedzy /

= Wspotpraca i komunikacja Ocenienie

\ /

Opracowa- Wyjasnia-
nie nie

Wiecej informacji mozna znalez¢ np.,

. . _ Uczniowie formutujg pytania
Dorier & Maass, 2020; Artigue & Blomhgj, 2013

| poszukujg na nie odpowiedzi

Rozwijanie myslenia funkcyjnego u uczniéw na réznych etapach edukacyjnych



Zasada: sytuacyjnosc

Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school

O pojeciu funkcji: '
Stwierdzanie, postulowanie, tworzenie, odtwarzanie
zaleznosci (lub zwigzkéw) pomiedzy zmiennymi
wystepujgcymi w swiecie fizycznym, spotecznym,
psychicznym, czyli w tych Swiatach

I pomiedzy nimi.

(Freudenthal, 1983, s. 494)

Wiecej informacji mozna znalez¢ np. Gravemeljer & Terwel, 2000.

Rozwijanie myslenia funkcyjnego u uczniéw na réznych etapach edukacyjnych



Zasada: embodiment = ucielesnienie

Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school
|

Gtowne idee;

= Wszystko, co (Swiadomie) napotykamy
| postrzegamy staje sie czescig wiedzy

» Doswiadczenia ucielesnienia sg
niezbedne dla poznania

» Rozumienie matematyki moze by¢ oparte
na ucielesnionych doswiadczeniach
| ruchach

T

@ oo WO

Wiecej informacji na ten temat mozna znalezé
np. Duijzer et al., 2019; Lakoff & Nunez, 2000

Rozwijanie myslenia funkcyjnego u uczniéw na réznych etapach edukacyjnych




Zasada: narzedzia cyfrowe

Wie verlauft der Graph bei verschiedenen Bewegungen?

TEntfernung zum Sensor (in m)

L8]

Gtowne idee;

Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school

= Zastosowanie narzedzi rozszerza | N
mozliwosci cztowieka oraz upraszcza 1 | -
i usprawnia wiele zadan (poznawczych) =//_

» Wiele narzedzi cyfrowych jest obecnie e e e
dostepnych dla edukacji matematycznej

Sensor +

Laufen - Bewegungsgraph weg

= Mozliwe jest potaczenie z embodimentem

90

Press play to see what Luca's turtle did.

From Water (ft )

B N W b U O N
OO O O O O o o o o
=

Distan

Temperatura wody

s

0 2 4 6 8 10 12 14

12
Time (sec.)

Czas [min] =
https://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/"
® szklanka [°C] ® metalowy garnek [°C] czas [min] 0 2 4 6 8 10 12
® plastikowa miska [°C] naczynie porcelanowe [°C] szklanka [°C] 76,2 72,1 67,2 65,1 63 59,9 57,2
Poly. (szklanka [C]) Poly. (metalowy garnek [°C]) metalowy garnek [°C] 74,9 65,2 60,1 54,9 51,5 49,4 47,3
plastikowa miska [°C] 75 68,8 599 53,5 50,2 47,8 44 2
Poly. (plastikowa miska [°C]) Poly. (naczynie porcelanowe [°C]) naczynie porcelanowe [°C] 76,2 68,2 638 58,5 54,6 49,0 43,0

Rozwijanie myslenia funkcyjnego u uczniéw na réznych etapach edukacyjnych


https://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/5ddbf9ae009cd90bcdeaadd7?collections=featured-collections,5da6476150c0c36a0caf8ffb#preview/03bcf614-5eab-465d-8a03-d18b3b447502

Wprowadzenie do budowy scenariuszy
— learnin g en vironments” Pt ik

a
| hink
Cri-m=cing lu==icralthicking
T ey WP Ay sl

Komponenty ,,learning environments”: eacher Gui
Module: Temparaturs

* Przewodnik dla nauczyciela Tesching Hours: 80 mams

. Grade Level: Grade T& B
Brief Description: In this module, the amrow disgram representation is introduced
" Plerwsza Strona and students renew thair knowledge about representationsal
changes betwean teble and graph. Students examine the

u N azwa mOd u*u uniqueness of a functional mapping in the arrow disgram and
coordingte systemn representstions and switch betwean the

] representations. By using different representations of functional
Wymagany Czas relafionships, students become aware of their proparties and

laarn o switch batwesn them. In doing so, students distinguish

u Grupa docelowa betwean mnon-unique and unique mappings. To improve

. understanding and implementstion, temperature dats is
" Opis modutu desion Principies: | inauiry S —
= Koncentracja na zasadach Dot ——

Emboadiment

projektowan |a Functional Thinking: g;i-i::t};?:m
= Aspekty myslenia funkcyjnego ot ——
Learning Goals: ¥ Introduction of the function as a unique mapping.

| Cele nauczania +  Recognize functions in different forms of represe ntation.

¥ Check whethar a situation/ representation shows a
functional relationship or not.




Wprowadzenie do budowy scenariuszy
— learnin g en vironments” O et i s Y

Activity 1.
The student assignment (identical with the one in the student handout).

I Students are engaged in identifying patterns that could be created with their classmates. The teacher
K 0 m p onen ty ”» I earnin g is anticipated to select ideas of students’ patterns and engage students in constructing them in class.
environmen tS ” : The activity intends to be concluded by identifying repeating and growing patterns.

Useful questions: How is the pattern constructed? Why is it a pattern? (repeats or grows?) What does
it change and what does it stay the same each time?

Przewodnik dla nauczyciela Suggested tools/materials: Students
= Plan lekcji z dodatkowymi Estimated duration: 15 minutes
materiatami Activity 2.

n Zadania Z objaénieniami The student assignment (identical with the one in the student handout).

It is anticipated for students to explore the structure of a growing pattern, that of Human Pyramid,

( p rzy k* ad owe rozwi aza nia ) and then to attempt to construct a bigger one (not necessarily the “next” one). Students could be
= W razie potrzeby dodatkowe ,
materiaty Junlhink s [
u N Otatkl dyd aktyCZ n e Lesson outline for the "Temperature” module
Section Teacher Students m"m"dl = Required Material
Teacher shows a graph of a real S answer the questions and Motivation through real- Shdes (2-5)
Introduction temperature trend and asks questions about | describe the graph world example
the change in temperature throughout the
(10 min) day Introduct ion temp er ature-
time graph
Other questions: (correspondence aspect/
- During what time of year might the input-output aspect)
temner ature< have heen meaured?




Wprowadzenie do budowy scenariuszy

Enhancing functional thinking

— ,learning environments”

Activity 5:

KO m p O n e n ty ”I ear n I n g (a) Reconstruct the following figures on grid paper.
environments”:
= Przewodnik dla nauczyciela
= Ulotki — zadania dla uczniow

Research assignment 3: Unique mappings
Instead of temperature and time, the variables are now called x and y. The quantity x is assigned

to the quantity y.
a) Find two unique mappings in GeoGebra. Sketch them in the arrow diagram and in the Figure 1 Figure 2 Figure 3
coordinate system. . : A :
A (b) Find the number of gray squares needed for Figure 4 and 5, without constructing them.
L 3
4+
e
1 (c) How many more gray squares are needed to construct each next figure?
—————p
1 2 ] B 3 Il avmesiesscismeinisns e uois sy ies s bies sou e s it me e et i i i meien e s IR s ses M e YA M 08

[ Y

+
+
2
2 4
1 4
x
—
12 3 4 3

b) When is a mapping unique? Describe your observations.




Przeanalizujmy kilka scenariuszy ©
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Plan

* Powrot do szkoty
» Przygotowanie nauczyciela do lekcji

= Porownaj Twoj plan lekcji i ten przedstawiony. W jakich aspektach sg

takie same, a w jakich rozne?




Zasady projektowania lekcj

O® 0 @

INQUIRY BASED SITUATEDNESS EMBODIMENT (DIGITAL) TOOLS
LEARNING — - —
= SYTUACYJNOSC UCIELESNIENIE NARZEDZIA
NAUCZANIE (CYFORWE)
PRZEZ
ODKRYWANIE,
PRZEZ

DOCIEKANIE




Zasada tworzenia: badanie (inquiry based learning)

Cykl badawczy 5E

Engagement, Exploring, Explaining, Elaborating, Evaluating

. Zaangazo
Wsparcie: / Sl \

» Ciekawosc i krytyczne myslenie

= Konstruowanie i stosowanie nowe]
wiedzy

= Wspotpraca | komunikacja K /

Opracowa Wyjasnia-
-nie nie

Uczniowie formutujg pytania i odpowiadajg na nie.

Wiecej informacji mozna znalez¢ np.,
Dorier & Maass, 2020; Artigue & Blomhgj, 2013

ErLe-Workshop Funktionales Denken, GDM 2022 Frankfurt



Zasada tworzenia:
nauczanie przez badanie (inquiry based learning)

» Dla jakich uczniow eksploracja jest odpowiednig metodg nauczania?
= Co musi miec¢ / by¢ nauczyciel, ktory chce uczy¢ w sposob odkrywczy?

= Jakie sg zalety / wady eksploracji?

ErLe-Workshop Funktionales Denken, GDM 2022 Frankfurt



Zasada tworzenia: sytuacyjnosc

Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school

Podstawowe pojecie funkciji:

Stwierdzanie, postulowanie, tworzenie,
odtwarzanie zaleznosci (lub zwigzkdw) pomiedzy
zmiennymi wystepujgcymi w swiecie fizycznym,
spotecznym, psychicznym, czyli w tych swiatach

| pomiedzy nimi.

(Freudenthal, 1983, s. 494)

Fir ein Schulprojekt sammelst du Temperaturdaten und wertest diese aus. Deine Ergebnisse stellst
du unterschiedlich dar, als Pfeildiagramsmm, als Tabelle und als Temperatur-Zeit-Graphen.
Hier siehst du einen Temperatur-Zeit Graphen, er gibt die Temperatur in Abhdngigkeit von der

Uhrzeit an. —

Temperatur Stuttgart 02.02.2017 v ..
A | % —— |

o
E
5
s
e
a
=1
£ Uhrzeit 0| 1| 2|2z 4|55 |87
L1
=
Temperatur in *C 4 4 3 3 3 2 2 4
>
Uhrzeit

Untersuche den Zusammenhang zwischen Temperatur und Uhrzeit in unterschiedlichen
Darstellungen.

Wiecej informacji mozna znalez¢ np.. v Gravemeijer & Terwel, 2000.




Zasada tworzenia: sytuacyjnosc

» Jaka jest rola ,sytuacyjnosci’ | zastosowania w nauczaniu matematyki?

* Na jakim etapie procesu poznawczego wykorzystatbys realne sytuacje?

ErLe-Workshop Funktionales Denken, GDM 2022 Frankfurt



Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school

Zasada tworzenia: embodiment

Gtowne idee;

» Wszystko, co (Swiadomie) napotykamy
| postrzegamy staje sie czescig wiedzy

» Doswiadczenia ucielesnienia sg
niezbedne dla poznania

* Rozumienie matematyki moze byc¢
oparte na ucielesnionych
doswiadczeniach/ruchach

Wiecej informacji na ten temat mozna znalez¢
np., Duijzer et al., 2019; Lakoff & Nunez, 2000

ErLe-Workshop Funktionales Denken, GDM 2022 Frankfurt



Z perspektywy poznania ciato i umyst nie mogg by¢ oddzielone, a dualistyczny poglad na poznanie jest
niewtasciwy.

» |stniejg rézne podejscia do interpretacji ,ucielesnienia”.

Paul Drijvers &

@il » Opierajgc sie na Konceptualnej Teorii Metafor w jezykoznawstwie kognitywnym (Lakoff & Johnson, 1980), Lakoff i
Nufez (2002) uwazajg, ze poznanie pojawia sie poprzez doswiadczenia cielesne w interakcji ze srodowiskiem,
aby wykonac¢ zadanie lub osiggng¢ okreslony cel.

= Niektére badania prezentujg podobny poglad na temat ucielesnienia dotyczacy projektu uciele$Snionego w uczeniu
funkcji (np. Font iin., 2010; Oehrtman i in., 2019; Paz i Leron, 2009).

= Z perspektywy percepcyjnej Barsalou wyjasnia ,ucielesnienie” poprzez doswiadczenia ugruntowujgce, co jest
réwniez zalecane przez Schwartz (1999) i Abrahamsona i in. (2016).

= Niektorzy badacze majg radykalny poglad na ucielesnione poznanie. Radykalna ucielesniona kognitywistyka
W nauczaniu odrzuca reprezentacje umystowe i obliczenia umystowe jako narzedzia wyjasniajgce (Antoniadis i
Chemero, 2020).

= W wiekszosci odmian ,ucielesnionej’ kognitywistyki ruchy ciata i zasoby srodowiskowe sg traktowane jako
uzupetnienie, a nawet transformacja mentalnych reprezentacji i obliczen, ktére, jak sie zaktada, konstytuujg
poznanie (np. Clark, 1997).




Zasada tworzenia: embodiment

= \Wyjasnij wcielenie wtasnymi stowami.

» Czy mozesz pomyslec o jakichkolwiek kontekstach (poza klasg), w ktérych oczywiste jest,

ze myslimy poprzez ciato, poprzez ruch?

ErLe-Workshop Funktionales Denken, GDM 2022 Frankfurt



Zasada tworzenia: narzedzia (cyfrowe)

Enhanci

ng functional thinking

i
from primary to upper secondary school
|

Wie verlduft der Graph bei verschiedenen Bewegungen?

Gtowne idee:

» Zastosowanie narzedzi rozszerza
mozliwosci cztowieka oraz upraszcza i
usprawnia wiele zadan (poznawczych)

» Wiele narzedzi cyfrowych jest obecnie
dostepnych dla edukacji
matematycznej

= Mozliwe jest potgczenie z wcieleniem

TEntfernung zum Sensor (in m)

5|
4l

a1l

2/

il

0 1 2 3 4

i

e — —/.

Sensor 4

Laufen

X

Bewegungzgraph weg

Wiecej informacji mozna znalez¢ np.,
Drijvers, 2019; Hoyles, 2018; Monaghan et al., 2016
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ErLe-Workshop Funktionales Denken, GDM 2022 Frankfurt



Zasada tworzenia: narzedzia (cyfrowe)

» Jaka jest rola narzedzi (cyfrowych) w nauczaniu matematyki?
* Na jakim etapie procesu poznawczego wykorzystatbys technologie cyfrowe?

= Jakie wykorzystanie technologii cyfrowych w nauczaniu uwaza Pan/Pani za (nie)wysokiej

jakosci?

ErLe-Workshop Funktionales Denken, GDM 2022 Frankfurt
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Co to znaczy rozwijaC¢ myslenie funkcyjne?




Co to znaczy rozwija¢ myslenie funkcyjne?

= Wzbogacenie idei funkcji pod wzgledem réznych aspektow

» Rozszerzenie umiejetnosci uczniow w zakresie korzystania z reprezentacji i
poruszania sie miedzy nimi.

» |dentyfikacja funkcji w réznych kontekstach
= W obrebie matematyki,
* poza matematyka.




Zadanie

» Kazdej grupie przydzielono typ szkoty, w kolejnych zadaniach skup sie na tym typie.

A. Podziel 12 punktow pomiedzy rozne aspekty w zaleznosci od tego, jak wazne sg one w
danym typie szkoty/klasy.

B. Dla kazdej reprezentacji wskaz, czy jest ona uzywana w danym typie szkoty/klasy

(P - uzywana, | - uzywana "wstepna", "przygotowawcza", "propedeutyczna”,
X - nieuzywana).

C. W odpowiednim miejscu wyjasnij istotne informacje.
Np. jak przygotowawcza jest dana reprezentacja, dlaczego nie jest uzywana, jakie
Inne reprezentacje sg obecne.

D. Wymien konkretne tematy matematyczne, w ktorych mozna rozwija¢ myslenie
funkcyjne. Wyjasnij, w jaki sposob:
A. W tematach zwigzanych bezposrednio z pojeciem funkcji
B. Poza tematykg zwigzanych z funkcjami

E. Wymien kilka zastosowan matematyki w praktyce, inny przedmiot, ktére majg
zastosowanie w programie nauczania danego typu szkoty.




Aspekty funkcji i myslenia funkcyjnego

Klasy 0-3 Klasy 6-8 Szkota srednia | Szkota srednia

szkoty szkoty —klasa 1 — klasy 2-5
podstawowej podstawowej (definicja)

Wejscie-wyjscie

Wspotzmiennoscé

Przyporzadko-
wanie

Obiekt




Rozwijanie aspektow

Enhancing functional thinking
from primary to upper secondary school
|
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o
Grade Level
L ]\ ]\ ]\ J
| 1 | |
Pre-school/ Primary Upper-primary/ lower- [Upper) sacondary educstion
Kindergarten education secondary education

patterns, simple
number relations,

informal

patterns 'Ec”r5i"{e ﬂ'::‘;:::!:'?:::?’ :;pu:::::"; warious function classes, formal changes of representations,
and patterning, farms P . Ipropa generzl properties of functions, transformations of
structures of function linzar relationships, and

. - functions, znd (basic) calculus
representation, and concept of a function
corresponding

word problems

Sfard {1921] ’-

operational structural

mathematical processes mathematical objects

gonn

J

Input output assignment
Covariation
Correspondence
Mathematical object

Examples taken from partner
countries’ curricula

-~




Rozwijanie reprezentacji

Klasy 0-3 Klasy 6-8 Szkota srednia | Szkota srednia

szkoty szkoty —klasa 1 — klasy 2-5
podstawowej podstawowej (definicja)

Wykres

Przepis - wzor

Tabelka

Opis stowny

Inne




Rozwijanie reprezentacji

Klasy 0-3 Klasy 6-8 Szkota srednia | Szkota srednia
szkoly szkoly —klasa 1 — klasy 2-5
podstawowej podstawowej (definicja)
Wykres I P P P
Przepis - wzor I |- P P P
Tabelka P P P P
Opis stowny I |- P P P

Inne tancuch, nomogram, diagramy Venna, ...




Rozwijanie reprezentacji - wykres

= Co jest potrzebne, aby méc prawidtowo korzystac z reprezentaciji graficznej?

= Rozwijanie pojecia liczby
* N-Q"—-Z—-Q—-—R-C
» Kiedy o0s liczbowa jest "petna" i wykres moze by¢ ciggty? - potrzebujemy liczb
rzeczywistych

» Uktad wspétrzednych

= propedeutyka (pisanie w tabeli i na szachownicy)
= problem z kolejnoscig (Al i 1A identyfikujg to samo pole)

= problem z kwadrantem (tabela jest jak czwarty kwadrant, wykres poczatkowo nadaje priorytet
pierwszemu kwadrantowi)

= problem z kolejnoscig (podczas poruszania sie po tabeli czesci maja priorytet wedtug wiersza,
a nie kolumny - odwrotnie niz w przypadku wspétrzednych)




Rozwijanie reprezentacji — przepis, wzor

» Co trzeba wiedzie¢, aby prawidtowo korzysta¢ ze wzoru?

» Rézne rozumienie litery w matematyce
= Oznaczenie ...
» Jedna konkretna liczba - niewiadoma - np. w réwnaniu
= Kilka réznych liczb - np. w nierownosci
= Zmienna - w funkcji...




Rodzaje funkcji w programie nauczania

Klasy 0-3 szkoty Klasy 6-8 szkoty Szkota srednia — Szkota srednia —
podstawowej podstawowej klasa 1 (definicja) | klasy 2-5




Rodzaje funkcji w programie nauczania

= Jakie wlasciwosci funkcji mozemy przyjac¢ dla jakich funkc;ji?




Funkcje w innych obszarach programu nauczania

= Wzory geometryczne (obwody, zawartosg, ...) jako funkcje

= Tworzenie tabel
» Dostrzeganie réznic i podobienstw miedzy tabelami

» Stosunek i proporcjonalnosé bezposrednia
= Ciggi —jako szczego6lnych rodzaj funkciji
» Przeksztalcenia geometryczne

» |dentycznos¢, podobienstwo, jednoktadnos¢, powinowactwo prostokatne, translacja o wektor, obrot
» Wykorzystanie wtasnosci funkcji do uzasadnienia modyfikac;ji

= ROéwnania analityczne niektorych figur geometrycznych

» Funkcja kwadratowa - parabola, funkcja liniowa - prosta, ...
= ROownania i nierbwnosci

» Graficzne metody rozwigzywania rownan i nierdwnosci

» Modele statystyczne
» Funkcja liniowa jako linia regres;i




Funkcje w innych przedmiotach - przyktady zastosowan

Klasy 0-3 szkoty Klasy 6-8 szkoty Szkota srednia — Szkota srednia —
podstawowej podstawowej klasa 1 (definicja) | klasy 2-5
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Realistyczne nauczanie matematyki

* Ludzie nie powinni uczyc’: sie matematyki jako zamknietego systemu.
Muszg racze] uczy¢ sie matematyki jako aktywnosci. Jako proces
matematyzowania rzeczywistosci 1, jesli to mozliwe, nawet
matematyzowania matematyki.

(Freudenthal, 1968, s.7)

https://www.uu.nl/en/research/freudenthal-institute/hans-freudenthal




Matematyzacja

Horizontal and vertical mathematising

VERTICAL
(moving within)

reorganising

integrating E = -

formulating 3

& 8 & B 8 8 5

translating s E E E 8§ E B B

information into e —
mathematical _ SYMBOLS

language NSNS SeSenttetead

HORIZONTAL (moving across)

using tools extracting important information informal strategies

Adapted from Tressler (1978), Freudenthal (1991) & Barnes (2005)

= Matematyzacja horyzontalna

» "Tlumaczenie" rzeczywistego
kontekstu na model matematyczny

= Matematyzacja wertykalna

» Ttumaczenie" modelu
matematycznego na jezyk
matematyczny - abstrakcyjne
spojrzenie na model

* zmiana reprezentacji, metody
rozwigzania, reorganizacja informacii,




Matematyzacja

Horizontal and vertical mathematising

VERTICAL

(moving within)

< >

HORIZONTAL (moving across)

using tools extracting important information informal strategies

Adapted from Tressler (1978), Freudenthal (1991) & Barnes (2005)

" | © sYMBOLS

Dwie firmy takséwkowe majg nastepujgce zasady
ptatnosci:

« W firmie TAXI PAX optata stata za wynajecie
taksowki wynosi 5 euro, a dodatkowo za kazdy
rozpoczety kilometr nalezy zaptacic¢ 0,30 euro.

« W firmie TAXI MAX optata stata za wynajecie
taksowki wynosi 3 euro, a dodatkowo za kazdy
rozpoczety kilometr nalezy zaptacic¢ 0,50 euro.

Przy jakiej dtugosci trasy optata za przejazd bedzie
taka sama?
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TXPAX - Se 20, poret
Horizontal and vertical mathematising 8 C=5+0d
Ol’\)é Ta VQM ’

C- e [ A - dhabha

| Ji lessdy .05 oL

o)

VERTICAL
(moving within)

O‘g < %Og

reorganising

integrating

formulating

(=
1

S+ 03d &
%%O’g& ]’- )

translating
information into

mathematical : SYMBOLS C

language

o

0= -0ad

< » d = 10

HORIZONTAL (moving across)

using tools extracting important information informal strategies

Adapted from Tressler (1978), Freudenthal (1991) & Barnes (2005)




Matematyzacja

Enhancing functional thinking

ancil
from primary to upper secondary school
|

Horizontal and vertical mathematising

VERTICAL
(moving within)

reorganising

integrating

formulating

translating
information into
mathematical
language

SYMBOLS

< >

HORIZONTAL (moving across)

using tools extracting important information informal strategies

Adapted from Tressler (1978), Freudenthal (1991) & Barnes (2005)

TAY\ PAX e g \'a%obu

O‘ge %Og /EIW‘

(g
7]

S+ 03 &
%#O,g& I'-‘ )

(e,
0

C=5+01d

C-come | - dhiha

Gesady .05 ol

0= -0ad
d = 10

X1

Horyzontalnie:
Jakiej
aktywnosci to
wymagato?
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Horizontal and vertical mathematising

VERTICAL
(moving within)
reorganising
integrating
formulating

translating
information into
mathematical
language

SYMBOLS

HORIZONTAL (moving across)

using tools

extracting important information

informal strategies

Adapted from Tressler (1978), Freudenthal (1991) & Barnes (2005)

TAY\ PAX ¢ 2 (picbu

O%¢ 2 Ry

O‘ge ol /E/w

(g
7]

S+ 03 &
'B{—O’S-& I’-‘ )

(e,
0

Horyzontalnie:
Jakiej
aktywnosci to
wymagato?

i

0=4-0ad
= 10

L I B T '=| ’>
Ao o

* Nalezy pamietaé, ze sytuacje mozna zmatematyzowac.

+  Zidentyfikuj wazne informacje

"Cos$" sie zmienia - co sie zmienia?, ,Cos" zalezy od tej zmiany - od czego to zalezy?

*  Zrozumienie, w jakim sg zwigzku

+  Co fgczy obie taryfy ustug taksdéwkarskich - dla obu taryf cena zachowuje sie liniowo.
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Horizontal and vertical mathematising

VERTICAL
(moving within)

reorganising

integrating

formulating

translating
information into
mathematical
language

SYMBOLS

< >

HORIZONTAL (moving across)

informal strategies

using tools extracting important information

Adapted from Tressler (1978), Freudenthal (1991) & Barnes (2005)

Wertykalnie:
Jakiej
aktywnosci to
wymagato?

TAY\ PAX ¢ 2 (picbu

C=5+01d

C‘Q"““fl' d.- dnaba
| & sy .05 oL

O‘ge o vy

(g
7]

S+ 03 &

Lt 05 l'-~ - k9

S o
.
54 |

0= -0acd e ety
d - 10

(e,
0




.
|
M ate at Z aC a Enhancing functional thinking
I I l from primary to upper secondary school

TAX\PAX - Se Su  (oiB Wertykalnie:

Horizontal and vertical mathematising Jakiej
0%¢ 2 Xun aktywnosci to

wymagato?

TAx TMax: be 2 lm(w

VERTICAL : 3
Bise A P

(moving within)

reorganising

integrating
formulating C - g + O"b d., (’-\
translating :
information into = =
moflh:nn;ic;; . SYMBOLS .= & +05d 1' -
0= -0ad >
. é

HORIZONTAL (moving across)

using tools extracting important information informal strategies

« Stosowanie skutecznej strategii rozwigzywania uktadow rownan liniowych
* Zmiana reprezentacji - uzycie symboli

Adapted from Tressler (1978), Freudenthal (1991) & Barnes (2005) * Tworzenie pOWiazah miedzy geometria a funkcjami

("proste nie bedg sie przecinac wiecej niz raz")




Co to jest...

REALNY
KONTEKST?




FunThink aktywnosc¢

Wybierz 3 przyktady z podrecznikow, ktore Twoim zdaniem wymagajg matematyzacji.
Wypisz te przyktady na 3 osobnych kartach pracy

Zapisz swoje odpowiedzi na ponizsze pytania na osobnej kartce.

Wymien sie z osobg z pary swoimi propozycjami zadan.

Odpowiedz na pytania do zadan swojego wspotpracownika.

Poréwnajcie odpowiedzi. Przedyskutujcie réznice. Opowiecie o nich na forum grupy.

PYTANIA:

» Czy matematyzacja byta obecna?

= Jesli tak, to ktora? W jaki sposob?

= Czy obecny byt rzeczywisty kontekst? Jesli tak, to jaki?

12



Refleksja nad aktywnoscig

W parach stworzcie "plakat”, aby zaprezentowac swoje odpowiedzi dla ustalonych trzech
zadan i ich rozwigzan na pytania:

» Czy matematyzacja byta obecna?
= Jesli tak, to ktora? W jaki sposob?
= Czy obecny byt rzeczywisty kontekst? Jesli tak, to ktory?




Aky je to realny kontext?

from primary to upper secondary school
|

Przyznaj kazdemu z nich 5 gtosow "+" (mozesz tez przyzna¢ wszystkie jednej charakterystyce) i
2 gtosy "-", tak aby odzwierciedlaty one twoje postrzeganie rzeczywistego kontekstu.

Wazne jest, aby Wazne jest, aby byt Wazne jest, aby Wazne jest, aby Mozliwe, ze w Jesli jest to Wazne jest, aby

byto to to naukowo (np. kontekst miat odzwierciedlat on ogole nie odnosi rzeczywista moc to doktadnie
zastosowanie fizycznie) znaczenie dla doswiadczenia i sie do rzeczywistej sytuacja, wazne opisac

matematyki w innej | poprawny kontekst. uczniow. zainteresowania SUETH jest, aby nie byta

matematycznie.
dziedzinie. uczniow. sztuczna.
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