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Lehrkräftefortbildung (6h) – 1. Teil

Ort (ergänzen)

Datum (ergänzen)



Funktionen und funktionales Denken

▪ Was ist funktionales Denken?

▪ Die Theorie im Design (einer Lernumgebung)

▪ Die Funktion hat viele Gesichter

▪ Funktionales Denken im eigenen Klassenzimmer
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▪Was ist funktionales Denken?
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▪ Die Funktion hat viele Gesichter

▪ Funktionales Denken im eigenen Klassenzimmer



Arbeitsauftrag A: Welcher Funktion sehen Sie?

30.09.2023 Activity A – Introduction task 5

Was ist funktionales Denken?
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Funktionen

Freudenthal (1983, p. 496) about function: 

“the directedness from something that varies 
freely to something that varies under 
constraint.” Source: https://www.uu.nl/en/research/freudenthal-institute/about-

us/background/mathematics-education

Was ist funktionales Denken?
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▪ 4 Apekte:

• Input-output-Vorstellung

• Kovariationsvorstellung

• Zurodnungsvorstellung

• Objekt-Vorstellung

Grundvorstellungen

Was ist funktionales Denken?
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Grundvorstellungen

▪ 4 Apekte:

• Input-output-Vorstellung

• Kovariationsvorstellung

• Zurodnungsvorstellung

• Objekt-Vorstellung
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Was ist funktionales Denken?

Grundvorstellungen

▪ 4 Apekte:

• Input-output-Vorstellung

• Kovariationsvorstellung

• Zurodnungsvorstellung

• Objekt-Vorstellung
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Was ist funktionales Denken?

Grundvorstellungen

▪ 4 Apekte:

• Input-output-Vorstellung

• Kovariationsvorstellung

• Zurodnungsvorstellung

• Objekt-Vorstellung
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Die Entwicklung funktionalen Denkens

Was ist funktionales Denken?
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Funktionales Denken…

▪ … als Denken in Zusammenhängen, Abhängigkeiten und 
Veränderungen (Vollrath, 1989)

▪ … ist ein Denken, das typisch für den Umgang mit Funktionen
ist (Vollrath, 1989, S.6)

Was ist funktionales Denken?
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Funktionales Denken…

▪ … is mehr als nur Verfahren mit Funktionen ausüben zu können.

Nadelbaum
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Theory of functions

Ein Bauer pflanzt Apfelbäume in einem quadratischen 
Muster. Um die Bäume gegen Wind zu schützen, setzt 
er Nadelbäume um den ganzen Obstgarten herum.

Nebenstehend ist die Situation abgebildet mit dem 
Muster der Apfel- und Nadelbäume für verschiedene 
Anzahlen (n) an Reihen von Apfelbäumen.

Wann ist die Anzahl der Nadelbäume genauso groß wie 
die Anzahl der Apfelbäume?



Funktionen und funktionales Denken

▪ Was ist funktionales Denken?

▪Die Theorie im Design (einer Lernumgebung)

▪ Die Funktion hat viele Gesichter

▪ Funktionales Denken im eigenen Klassenzimmer
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“embodied design” für Funktionen

Zentrale Ideen:

▪ Alles was eine Person (bewusst) erlebt und wahrnimmt, wird Teil der 
Kognition

▪ Mathematische Verstehensprozesse können auf körperlichen Erfahrungen/ 
Bewegungen aufbauen.

▪ “Mathematik in den Fingern” – neue ICT Werkzeuge (z.B. GeoGebra) stellen
Möglichkeiten zur Verfügung

Die Theorie im Design



Arbeitsauftrag B: Die Theorie im Design erkennen
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Probieren Sie die digitale Lernumgebung zu 
Nomogrammen aus. 
Finden Sie für jede Grundvorstellung eine 
passende Aufgabe. Notieren sie diese.

10-15 Minuten
Zu zweit 

Die Theorie im Design

▪ 4 Apekte:

• Input-output-Vorstellung

• Kovariationsvorstellung

• Zurodnungsvorstellung

• Objekt-Vorstellung
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▪ Aufgabe:

• …

• …

• …

• …

Austausch

Die Theorie im Design

▪ 4 Apekte:

• Input-output-Vorstellung

• Kovariationsvorstellung

• Zurodnungsvorstellung

• Objekt-Vorstellung
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Designprinzipien der Lernumgebungen

FORSCHENDES 

LERNEN

Die Theorie im Design

SITUIERTHEIT EMBODIMENT
(DIGITALE)

WERKZEUGE



Funktionen und funktionales Denken

▪ Was ist funktionales Denken?

▪ Die Theorie im Design (einer Lernumgebung)

▪Die Funktion hat viele Gesichter

▪ Funktionales Denken im eigenen Klassenzimmer
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Funktionsdarstellungen

Representation is a crucial element for a theory of mathematics 

teaching and learning, not only because the use of symbolic systems 

is so important in mathematics, the syntax and semantics of which 

are rich, varied, and universal but also for two strong reasons: (a) 

mathematics plays an essential part in conceptualizing the real world, 

(b) mathematics makes a wide use of homomorphism in which the 

reduction of structures to another is essential (Vergnaud, 1987, p.227)

Die Funktion hat viele Gesichter
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Funktionsdarstellungen

▪ Sprache
▪ Funktionsterme
▪ Wertetabellen
▪ Nomogramme/Pfeilbilder
▪ Diagramme
▪ …

Die Funktion hat viele Gesichter
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Arbeitsauftrag C:

Finden sie eine Aufgabe für Lernende, die mit funktionalem Denken gelöst 
wird. Entwerfen Sie dieselbe Aufgabenstellung in einer anderen 
Darstellung.

10-15 Minuten
Zu zweit
Danach: Vorstellung der Aufgaben im Plenum

Eine Funktion hat viele Gesichter
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(Barzel et al., 2021, p. 75; Janvier, 1978, p.97)

Die Funktion hat viele Gesichter

Exemplarische Aktivitäten bei 
Darstellungswechseln (Barzel et 
al., 2021, S. 75)



Funktionen und funktionales Denken

▪ Was ist funktionales Denken?

▪ Die Theorie im Design (einer Lernumgebung)

▪ Die Funktion hat viele Gesichter

▪Funktionales Denken im eigenen Klassenzimmer
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Wie arbeiten wir in der eigenen Klasse weiter?

Hausaufgabe/ Verabredungen: Probieren Sie eine Lernumgebung/ Aufgabe in ihrer Klasse aus.

Teilen Sie mit uns ihre Erfahrungen. 

Nutzen sie dazu die Folienvorlagen „Report_classroom_experience_with_FunThink_module-1“
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Danke für Ihre
Aufmerksamkeit!
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Module: 

▪ Mein erster Eindruck nach dem Einsatz war…

30.09.2023 2

▪ Informationen zur Gruppe/ Klasse, in der die Lernumgebung/ Aufgabe eingesetzt wurde…
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▪ Das hat mich wirklich überrascht…

Module:

▪ Das würde ich nächstes Mal anders machen:

▪ Das lief gut: 



Module: …

30.09.2023 4

▪ Damit hatten Lernende Schwierigkeiten: 

▪ Was ich noch unbedingt sagen möchte…



Module: …

30.09.2023 5

Bitte teilen Sie auf dieser Folie Eindrücke/Photos/ Zeichnungen von…

- der Arbeit der Lernenden
- dem Tafelbild am Ende der Stunde...
- etc….
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Lehrerfortbildung (6h) – 2. Teil

Ort

Datum



Funktionales Denken im Unterricht

▪ Austausch über ihre Unterrichtserfahrung

▪ Vertiefung der Designprinzipien

▪ Strategien und Schülerschierigkeiten beim funktionalen Denken

▪ Eine eigene Aktivität designen



Funktionales Denken im Unterricht

▪Austausch über ihre Unterrichtserfahrung
▪ Vertiefung der Designprinzipien

▪ Strategien und Schülerschierigkeiten beim funktionalen Denken

▪ Eine eigene Aktivität designen



Module 

06.10.2023 Activity A 5

Distanzphase/ Hausaufgabe: Probieren Sie eine Lernumgebung/ Aufgabe in ihrer Klasse aus.

Erster Eindruck 
nach der 
Stunde…?

Infos zur 
Lerngruppe/ 
Klasse

Das hat mich 
überrascht…

Das lief gut…

Das würde ich 
nächstes Mal 
verändern…

Damit hatten 
Lernende 
Schwierigkeiten…

Was ich noch 
sagen möchte…

Austausch über die Unterrichtserfahrung

Arbeitsauftrag A



Funktionales Denken im Unterricht

▪ Austausch über ihre Unterrichtserfahrung

▪Vertiefung der Designprinzipien
▪ Strategien und Schülerschierigkeiten beim funktionalen Denken

▪ Eine eigene Aktivität designen
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Designprinzipien der Lernumgebungen

FORSCHENDES 

LERNEN

Vertiefung der Designprinzipien

SITUIERTHEIT EMBODIMENT
(DIGITALE)

WERKZEUGE



Dimensionen

▪ Didaktische Funktionen

▪ Aufgabenart

▪ Lehr- und Lernprozess

06.10.2023 8

Drijvers, 2019

Teile der Arbeit warden 
ausgelagert

Phänomene entdecken
& Konzepte entwickeln

Variation & 
Randomisierung von 

Aufgaben (mit
Feedback)

Wichtig für den Einsatz von digitalen Werkzeugen

▪ Eingeschränkte und/oder spezifische Funktionen vs universell
einsetzbare Werkzeuge

▪ Mathematische Inhaltsbereiche

eng miteinander verknüpft

Vertiefung der Designprinzipien
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Wie lassen sich die Dimensionen (allgemeine Funktionalität, Mathematischer Inhaltsbereich, didaktische
Funktion) auf die Lernumgebung “Gehgraphen” übertragen?

https://www.geogebra.org/m/qcgffzap

Reflecting theory in design

Sensor und Programm: 

• Sensor und Programm: eingeschränkte und 
spezifische Funktionen, Entwicklung von 
Konzepten

GeoGebra: 

• Hier: spezifische Funktion in einem 

mathematischen Inhaltsbereich, 

Entwicklung von Konzepten



Argumente für Experimente mit gegenständlichen & digitalen Materialien

06.10.2023 Teacher Course – FunThink – Tool Use 10

Beste Effekte: Kombination aus beiden Ansätzen

Vertiefung der Designprinzipien

Zentrale Forschungsergebnisse (Digel et al., in Druck)
• Simulationen sollen Experimente mit gegenständlichen Materialien ergänzen

➢ Förderung Zuordnung durch gegenständliches Experiment
➢ Förderung Kovariation insbesondere durch qualitative Simulation 
➢ Diskurs über Kovariation wesentlich für Lernzuwachs
➢ Kovariation auch für Lernende auf niedrigen Kompetenzniveaus zugänglich

• Digitale Umgebungen sollen in Paper-Pencil-Umgebung eingebettet sein
➢ Protokollieren unterstützt Reflexion
➢ Bessere Verfügbarkeit des Paper-Pencil-Protokolls
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Arbeitsauftrag B

Analysieren Sie eine Aufgabe im 
Hinblick auf die Designprinzipien. 
Was ist hierbei der Mehrwert des 
digitalen Werkzeuges? 
Hilft das Werkzeug funktionales 
Denken zu entwickeln? Auf 
welche Weise? Könnte die 
Aufgabe noch verbessert werden?

10-15 Minuten 
Zu zweit oder dritt https://www.geogebra.org/m/bhzb8b6s

Vertiefung der Designprinzipien



Funktionales Denken im Unterricht

▪ Austausch über ihre Unterrichtserfahrung

▪ Vertiefung der Designprinzipien

▪Strategien und Schülerschierigkeiten beim
funktionalen Denken

▪ Eine eigene Aktivität designen
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Arbeitsauftrag C: Ein Video aus dem Klassenzimmer

Schauen Sie sich das Video an. Sie sehen zwei Lernende beim Zeichnen 
und Interpretieren eines Graphen.

Beantworten Sie in Kleingruppen zwei Fragen:
• Beobachten Sie, wie die Lernenden den Graphen interpretieren. Was 

erkennen Sie?
• Wie könnten Sie in einer solchen Situation die Lernenden 

unterstützen?
• Was haben Sie sonst noch beobachtet?

10 Minuten

Strategien und Schülerschwierigkeiten beim funktionalen Denken
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Implementation Video Walking Graphs Exploration anschauen. 

Deutsche Untertitel verfügbar. Link zum Video: 

https://www.funthink.eu/learning-environments/lower-

secondary-education/walking-graphs (Video nach Login 

verfügbar)

Strategien und Schülerschwierigkeiten beim funktionalen Denken

https://www.funthink.eu/learning-environments/lower-secondary-education/walking-graphs
https://www.funthink.eu/learning-environments/lower-secondary-education/walking-graphs
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(Barzel et al., 2021, p. 75; Janvier, 1978, p.97)

Exemplarische Aktivitäten bei 
Darstellungswechseln (Barzel et 
al., 2021, S. 75)

Strategien und Schülerschwierigkeiten beim funktionalen Denken

Interpretieren 
des Graphen
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(Barzel et al., 2021, p. 75; Janvier, 1978, p.97)

Exemplarische Aktivitäten bei 
Darstellungswechseln (Barzel et 
al., 2021, S. 75)

Strategien und Schülerschwierigkeiten beim funktionalen Denken

Interpretieren 
des Graphen
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(Barzel et al., 2021, p. 75; Janvier, 1978, p.97)

Exemplarische Aktivitäten bei 
Darstellungswechseln (Barzel et 
al., 2021, S. 75)

Strategien und Schülerschwierigkeiten beim funktionalen Denken

Visualisieren 
einer 

Situation
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(Barzel et al., 2021, p. 75; Janvier, 1978, p.97)

Exemplarische Aktivitäten bei 
Darstellungswechseln (Barzel et 
al., 2021, S. 75)

Strategien und Schülerschwierigkeiten beim funktionalen Denken

Visualisieren 
einer 

Situation
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(Barzel et al., 2021, p. 75; Janvier, 1978, p.97)

Exemplarische Aktivitäten bei 
Darstellungswechseln (Barzel et 
al., 2021, S. 75)

Strategien und Schülerschwierigkeiten beim funktionalen Denken

Visualisieren 
einer 

Situation
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(Barzel et al., 2021, p. 75; Janvier, 1978, p.97)

Exemplarische Aktivitäten bei 
Darstellungswechseln (Barzel et 
al., 2021, S. 75)

Strategien und Schülerschwierigkeiten beim funktionalen Denken

Visualisieren 
einer 

Situation



06.10.2023 21

(Barzel et al., 2021, p. 75; Janvier, 1978, p.97)

Exemplarische Aktivitäten bei 
Darstellungswechseln (Barzel et 
al., 2021, S. 75)

Strategien und Schülerschwierigkeiten beim funktionalen Denken

Visualisieren 
einer 

Situation



06.10.2023 22

(Barzel et al., 2021, p. 75; Janvier, 1978, p.97)

Exemplarische Aktivitäten bei 
Darstellungswechseln (Barzel et 
al., 2021, S. 75)

Strategien und Schülerschwierigkeiten beim funktionalen Denken

Visualisieren 
einer 

Situation



Funktionales Denken im Unterricht

▪ Austausch über ihre Unterrichtserfahrung

▪ Vertiefung der Designprinzipien

▪ Strategien und Schülerschierigkeiten beim funktionalen Denken

▪Eine eigene Aktivität designen
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Arbeitsauftrag D: Eine eigene Aufgabe entwerfen

Schauen Sie in Schulbüchern nach Aufgaben zur Förderung funktionalen 
Denkens. 
1. Finden Sie drei Aufgaben, die funktionales Denken fördern. Welche 

Designprinzipien sind berücksichtigt?
2. Suchen Sie sich eine Aufgabe aus, die im Hinblick auf ein oder mehrere 

Designprinzipien verbessert werden kann. Verändern Sie diese 
Aufgabe.

20-25 Minuten
Zu zweit oder dritt
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Lernziele…

Sie können

• in eigenen Worten formulieren, was funktionales Denken bedeutet.

• verschiedene Grundvorstellungen in Aufgaben erkennen und 
benennen.

• Möglichkeit der Entwicklung funktionalen Denkens in der Sek.I 
benennen.

• Schülerschwierigkeiten und –strategien beim funktionalen Denken 
analysieren.

• Unterschiede beim funktionalen Denken von Lernenden 
diagnostizieren.

• …



Danke für Ihre
Aufmerksamkeit!

06.10.2023 26



The European Commission's support for the production of this publication does not constitute an

endorsement of the contents, which reflect the views only of the authors, and the Commission cannot
be held responsible for any use which may be made of the information contained therein.

06.10.2023 27

Balacheff, N., & Kaput, J. J. (1997). Computer-based learning environments in mathematics. In A. J. Bishop et al. (Hg.), International Handbook of Mathematics Education (S. 469–501). 
Springer. 

Barzel, B. & Ganter, S. (2010). Experimentell zum Funktionsbegriff. Praxis der Mathematik in der Schule, (31), 14–19.
Digel, S., Engelhardt, A. & Roth, J. (im Druck). Digital gerahmte Experimentierumgebungen als dynamischer Zugang zu Funktionen. In J. Roth, M. Baum, K. Eilerts, G. Hornung, & T. Trefzger 

(Hrsg.). Die Zukunft des MINT-Lernens - Band 2: Digitale Tools und Methoden für das Lehren und Lernen. Springer.
Drijvers, P. (2019). Embodied instrumentation: combining different views on using digital technology in mathematics education. Utrecht University. Eleventh Congress of the European

Society for Research in Mathematics, Utrecht, Netherlands. https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02436279
Hoffkamp, A. (2012). Funktionales Denken mit dem Computer unterstützen - Empirische Untersuchungen im Rahmen des propädeutischen Unterrichts der Analysis. In U. Kortenkamp 

(Hrsg.), Zur Zukunft des Analysisunterrichts vor dem Hintergrund der Verfügbarkeit Neuer Medien (und Werkzeuge) (S. 51–56). Franzbecker. 
Hoyles, C. (2018). Transforming the mathematical practices of learners and teachers through digital technology. Research in Mathematics Education, 20(3), 209–228. 

https://doi.org/10.1080/14794802.2018.1484799
Johnson, H. L. (2015). Together yet separate: Students’ associating amounts of change in quantities involved in rate of change. Educational Studies in Mathematics, 89(1), 89–110.
Leinhardt, G., Zaslavsky, O. & Stein, M. K. (1990). Functions, Graphs and Graphing: Tasks, Learning, and Teaching. Review of Educational Research 60 (1), 1–64.
Lichti, M. (2019). Funktionales Denken fördern: Experimentieren mit gegenständlichen Materialien oder Computer-Simulationen. Springer.
Ludwig, M. & Oldenburg, R. (2007). Lernen durch Experimentieren: Handlungsorientierte Zugänge zur Mathematik. mathematik lehren. (141), 4–11.
Malle, G. (2000). Zwei Aspekte von Funktionen: Zuordnung und Kovariation. Mathematik lehren, 103, 8–11.
Monaghan, J., Trouche, L., & Borwein, J. M. (2016). Tools and mathematics: Instruments for learning. Mathematics Education library. Springer.
Roth, J. (2008). Systematische Variation: Eine Lernumgebung vernetzt Geometrie und Algebra. mathematik lehren. (146), 17–21.
Stellmacher, H. (1986). Die nichtquantitative Beschreibung von Funktionen durch Graphen beim Einführungsunterricht. In G. von Harten, H. N. Jahnke, T. Mormann, M. Otte, F. Seeger, H. 

Steinbring & H.Stellmacher (Hrsg.), Funktionsbegriff und funktionales Denken (S. 21–34). Aulis Deubner.
Vom Hofe, R. (2003). Grundbildung durch Grundvorstellungen. mathematik lehren. (118), 4–8. 
Weigand, H. (1988). Zur Bedeutung der Darstellungsform für das Entdecken von Funktionseigenschaften. Journal für Mathematik-Didiaktik 9, 287–325.


	1_slides_short_teacher_course_module1_DE
	2_Report_classroom_experience_with_FunThink_module1_DE
	3_slides_short_teacher_course_module2_DE
	Folie 1
	Folie 2: Lehrerfortbildung (6h) – 2. Teil
	Folie 3
	Folie 4
	Folie 5: Module 
	Folie 6
	Folie 7
	Folie 8: Dimensionen
	Folie 9
	Folie 10
	Folie 11
	Folie 12
	Folie 13
	Folie 14
	Folie 15
	Folie 16
	Folie 17
	Folie 18
	Folie 19
	Folie 20
	Folie 21
	Folie 22
	Folie 23
	Folie 24
	Folie 25
	Folie 26: Danke für Ihre Aufmerksamkeit!
	Folie 27


